Vigésima Competencia de Clubes Cabri
Primera Ronda
Nivel Menor
Duración: 4 horas
Problema N°1:

Se tiene un rectángulo ABCD y puntos E en CD y F en AB tales que AFCE es un rombo. Se sabe que BC=24 y FB=7. Calcular EF.
Aclaración: Un rombo es un paralelogramo con sus cuatro lados iguales.

Solución:

Primeramente, vamos a calcular el lado del rombo FCEA, para esto aplicamos el Teorema de Pitágoras en el triángulo FBC:
BC2 + FB2 = FC2
242 + 72 = FC2

625 = FC2

25 = FC

En consecuencia, AE=EC=CF=AF=25 (por ser AFCE un rombo).

Resulta que AB = AF + FB = 25 + 7 = 32 = CD

Sea H un punto sobre AB tal que HE es perpendicular a AB.

Entonces AHED es un rectángulo, por lo que 
HE = AD = 24   y    AH = DE = CD – CE = 32 – 25 = 7
Calculemos HF:

AB – FB – AH = HF

32 – 7 – 7 = HF

18 = HF

Finalmente, aplicamos el Teorema de Pitágoras en el triángulo FSE:
EH2 + HF2 = FE2
242 + 182 = FE2
900 = FE2
30 = FE

Problema N°2:
Sea ABC un triángulo acutángulo y D un punto en AC tal que BD es bisectriz del ángulo ABC. Se marca por ultimo el punto P en BD tal que AP sea perpendicular a BC. 

a) Si el triángulo APD es equilátero, calcular los ángulos del triángulo ABC.
b) Si se borran todos los puntos salvo A, P y D indicar un procedimiento para reconstruir el triángulo ABC. Justificar
Aclaración: En el ítem b) el triángulo APD no es necesariamente equilátero.

Solución:

a) Sea H la intersección de la recta AP con la recta BC. 
Como 
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es equilátero, todos sus ángulos internos miden 60º. 
Por ser opuestos por el vértice 
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En el triángulo rectángulo 
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(recordar que AP es perpendicular a BC) 
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Resulta que 
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al ser PB bisectriz del
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. En consecuencia:
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En el triángulo ABD, 
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En el triángulo ABC, 
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b)  Primero trazamos las rectas AD, AP y PD.  
Sea S un punto cualquiera sobre la recta AP de modo que P está entre A y S. Trazamos por S una perpendicular a AP, que corta a la recta DP en el punto B’. Se marca T en el segmento AP tal que 
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Finalmente, trazamos por A una paralela a la recta TB’, que corta a la recta PD en el punto buscado B. Por este punto trazamos la paralela a B’S, que corta a la recta AD en C. De esta manera, por ser correspondientes entre paralelas: 
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 y 
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 y por la construcción resulta que 
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, por lo que BD es bisectriz del ángulo ABC. Además, por ser B’S paralelo a BC y B’S perpendicular a AP, se tiene que BC es perpendicular a AP como se pedía.

Se tiene construido el triángulo ABC.

Solución Alternativa:
Sea A’ el simétrico de A con respecto a la recta PD (*). Se traza por A’ la perpendicular a AP, que corta a la recta PD en el punto buscado B y a la recta AD en el otro punto buscado C. Notar que por la simetría: 
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y todas las condiciones pedidas se verifican.
(*) Para marcar A’: se traza por A la perpendicular r por a la recta PD. Se marca O el punto de intersección de estas dos rectas. Por O se traza la circunferencia que pasa por A. Esta circunferencia corta a r nuevamente en el punto A’ buscado.
Problema N°3:
Dado un cuadrado ABCD  de centro O, se traza la bisectriz del ángulo ACD que intersecta al lado AD en E. La recta perpendicular a CE por B interseca a AC en P y a CD en Q. Probar que DQ = 2.PO. 
Solución:
Sea R el punto medio del segmento DQ. Como O es punto medio del segmento BD, aplicando el Teorema de Thales, resulta que OR es paralelo a BQ. Entonces los triángulos CPQ y COR son semejantes (lados correspondientes paralelos).

Como la bisectriz del ángulo 
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 es perpendicular al lado opuesto PQ, se tiene que el triángulo PCQ es isósceles con PC=CQ. De la semejanza anterior, resulta que el triángulo COR es isósceles con CO=CR.

Entonces: DR = CR – CQ =CO – CP = OP

Por ser R punto medio de DQ, DQ = 2QR = 2OP y el problema queda resuelto.
Solución Alternativa:
Llamaremos 
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 a la longitud del lado del cuadrado.
Por el Teorema de Pitágoras en el triángulo ABC, la diagonal AC mide 
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. Entonces se tiene que 
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 y PO = OC – PC. 
El triángulo PCQ es isósceles con PC=CQ, porque la bisectriz del ángulo 
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 es perpendicular al lado opuesto PQ. 
El triángulo ABP es semejante al PCQ, porque tener 
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 y 
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 por opuestos por el vértice. Resulta entonces que el triángulo ABP es isósceles con 
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Por lo tanto, se siguen las siguientes igualdades:

PC = AC – AP =
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En consecuencia 
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 y el problema queda resuelto.
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