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1. Introduccion

Un lugar en el mundo

La vida actual no podria ser la misma sin las matematicas.
Pensemos en calculos de estructuras, disefio y uso de redes viales
o de internet, predicciones meteoroldgicas, y tantas otras. Hoy esta
de moda el analisis de “big data”, y ya damos por descontado que
el celular encontrara para nosotros el camino mas eficiente para
ir de un lado al otro, exhibiendo mapas relevantes.

Buscando la punta del ovillo, hay muchas citas que vienen a
la mente.V

Galileo (1564-1642) decia en Il Saggiatore de 1623:

... (el universo) esta escrito en lenguaje matemdtico, y
las letras son tridngulos, circulos y otras figuras geo-
métricas,...

Se atribuye a otro gigante, C. F. Gauss (1777-1855), haber
mencionado unos 200 afios después:

La matemdatica es la reina de las ciencias, y la aritmé-
tica es la reina de la matemdtica.

Aproximadamente 100 anos més tarde E. T. Bell (1883-1960)
tomo y reformulé esta frase dandole el titulo Matemdtica: reina y
sirvienta de la ciencia a uno de sus libros (Bell, 1951).

M1as fake news de estas épocas nos hacen estar més atentos a la veracidad de
las citas, y de paso disfrutar de la historia.
A fin de no interrumpir el flujo de la lectura con marcas de notas al pie
(jcomo éstal), postergamos algunas notas y comentarios para el final de la
seccion.
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El titulo de Bell se “viraliz6” y fue usado —y sigue usandose—
en muchas oportunidades. Asi, unos 40 anos después, el ilustre
matematico M. Atiyah (1929—-2019) daba una conferencia con un
titulo casi idéntico en la Sociedad Americana de Filosofia (Atiyah,
1993).

Si bien intuimos una idea comun, las citas fueron hechas con
distintos enfoques.

Galileo hace referencia a objetos geométricos dentro de un
trabajo sobre astronomia que es considerado como una de las
piedras basales del método cientifico.

De ser cierta la cita de Gauss, posiblemente con “las ciencias” se
refiriera fundamentalmente a las relacionadas con fisica, mientras
que con “la aritmética” se refiriera a lo que hoy conocemos como
teoria elemental de nameros.

Como nos muestra la obra maestra Elementos de Euclides
(unos 300 anos a. C.), durante largos periodos de la antigiiedad no
se hizo mucha separacién entre geometria y niimeros, lo que nos
induce a creer que Galileo y Gauss estaban diciendo lo mismo.

Sin embargo, hay una tension entre el planteo de Galileo, mas
inclinado a las aplicaciones, y el de Gauss, quien no duda de la
utilidad de las matematicas pero pone en su cima a los planteos ma-
yormente teéricos de la teoria de numeros (aunque mucho después
se encontraran aplicaciones practicas).

Atiyah resalta esta tensién al plantear en su charla el “reina
y sirviente” como dicotomia: ;la matematica es arte o es ciencia?,
;existe la separacién entre “pura” y “aplicada”?

Mirando las fechas de las citas notamos también el fenomenal
desarrollo de las matematicas. Bell piensa su libro de 1951 como
uno de difusién, presentando aspectos tedricos y practicos de las ra-
mas centrales del momento. Habla de algebra, geometria, teoria de
numeros, calculo diferencial, probabilidad y estadistica. Comenta
al pasar la teoria de juegos que estaba naciendo con von Neumann
(1903-1957) y colaboradores, y menciona la computadora como he-
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rramienta para el calculo numérico, especialmente en ecuaciones
diferenciales, temas en los que la influencia de von Neumann fue
decisiva. Las aplicaciones en esa época eran fundamentalmente
referidas a ciencias fisicas y naturales.

No debe sorprendernos que Bell no mencionara ni teoria de gra-
fos ni programacién lineal, areas que crecieron siguiendo de cerca
las innovaciones en las computadoras, y ambas muy relacionados
con el estudio de redes que mencionamos al principio.

Estos dos temas (grafos y programacion lineal) tratan de pro-
blemas de optimizacién con restricciones, en los que se busca mini-
mizar el costo o maximizar el beneficio cuando hay limitaciones
en la eleccién de las variables involucradas.

Muchos de nosotros vimos problemas de optimizacién (con o
sin restricciones) por primera vez al estudiar cédlculo diferencial.
Sin embargo, grafos y programacion lineal estan relacionados
con esa teoria muy lejanamente, lo que permite que se vean con
herramientas que poseen los estudiantes de secundaria.

Tanto es asi, que Santalé propone en La enserianza de la ma-
tematica en la escuela media (1986) incluir rudimentos de progra-
macion lineal entre los contenidos del tercer afio, relegando tal vez
para un sexto ano la enseilanza del calculo diferencial. Si bien no
propuso en aquel entonces la ensenanza de grafos, propone —en
forma reducida— su ensefnianza en los cursos de profesorado en
La geometria en la formacién de profesores (1993).

A partir de 2019, la OMA comenzé a incorporar entre los temas
que abarca a la modelizacién y resolucién de problemas de la vida
cotidiana. Por un lado para tratar de intervenir en olimpiadas
internacionales sobre estos temas, pero fundamentalmente para
acoplarse al movimiento mundial que trata de mostrar la influencia
de las matematicas en nuestras vidas, liberando a la ensefianza
de temas que poco atraen a los estudiantes.

Asi, la OMA organiz6 varias reuniones durante 2019 en las que
trabajamos sobre sobre teoria de grafos, y en 2020 estaba previsto
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continuar con reuniones en temas de programacion lineal.
Pero el hombre propone y la pandemia dispone.

OMA y covid-19

“Recalculando” las actividades para el primer semestre de
2020, presentamos estas notas como intermedio antes de meternos
de lleno en cuestiones de programacion lineal.

Retomando temas que vimos en cursos de OMA anteriores,
veremos problemas de optimizacién de geometria euclidiana y de
funciones polinémicas sencillas (eventualmente en varias varia-
bles).

Con mas énfasis en la parte “pura” pero con bastante sabor a
“aplicada”, veremos técnicas que pueden rastrearse hasta la época
de los babilonios, unos 2000 afios a. C.

Se trata en parte de temas propuestos por Santal6 para ter-
cer afio junto a la programacion lineal en La enserianza de la
matemdtica en la escuela media y a los que vuelve —con mayor
profundidad— en La geometria en la formacién de profesores.

También recomendamos los hermosos libros de Vasiliev y Gu-
tenmajer (1980), que en los problemas abreviaremos como VG, y
de Niven (1981) (en inglés), de los cuales hemos tomado ideas y
problemas.

Sobre estos apuntes

¢ Si bien el contenido de estas notas es elemental, suponemos
que el lector tiene ciertos conocimientos de matematicas,
como seguramente tienen los participantes de olimpiadas o
los profes de secundaria. Por ejemplo induccién, subindices,
el factorial o simbolos como ) y €.
También suponemos que el lector sabe trabajar con apli-
caciones de geometria dinamica, que aca denominaremos
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genéricamente como GeoGebra, aunque hay muchosn posi-
bles.
A propésito, los graficos acéd estan hechos con GeoGebra.

¢ Siguiendo el ejemplo de Gentile (1991), el nticleo de estas no-
tas es la resolucién de problemas y ejercicios, y no haremos
distincién formal entre ellos. Estdn numerados consecutiva-
mente, escritos en letra redonda y terminan con el simbolo
“>8”.

Las definiciones y algunas notaciones también estan es-
critas en redonda, pero terminan con el simbolo “#”.

Por otra parte los enunciados de teoremas, propiedades y
otros resultados estan escritos en cursiva y no tienen simbolo
final. Deben tomarse como “axiomas” o “verdades que no
se discuten”, y en algunos casos sus demostraciones se dan
como ejercicios pautados.

¢ Entremezcladas en el texto aparecen algunas notas de me-
nor importancia que comienzan con el simbolo “#”,

#v ;Como éstal

¢ Enhttp://www.oma.org.ar/invydoc se encuentra la ver-
sién electronica actualizada de estas notas en un archivo
“pdf”.

Ademas de ventajas tales como buisqueda, el archivo elec-
trénico contiene vinculos o enlaces (links) remarcados en
azul que llevan a una ubicacién dentro del mismo archivo o
en internet.

Esta disefiado de modo que puede leerse sin mayores in-
convenientes en “tabletas” no muy chicas u ocupando media
pantalla en un monitor mas grande.

El diseno también permite la impresion de dos paginas
por carilla de hoja A4.

* Computadoras, calculadoras y celulares expresan los nime-
ros poniendo un “punto” decimal en vez de la “coma”, y para
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no confundirnos seguimos esa practica: 1.589 es un ntimero
entre 1y 2, y 1589 es un nimero entero, mayor que mil. A
veces dejamos pequerios espacios entre las cifras, como en
123456.789.

A fin de simplificar la escritura (y tratando de no ser pe-
dantes ni rimbombantes), en vez de poner “a € AybeA” a
veces pondremos “a,b € A”. Del mismo modo, “x # a,b” debe
entenderse como “x Za y x #b”.

# ;Que quede entre nosotros y no salga de aca!

Si A y B son puntos distintos del plano, AB indica tanto
el segmento, como su longitud, como la recta que pasa por
ambos.

R denota el conjunto de niimeros reales, y R” indica el es-
pacio euclidiano de dimensién n donde los puntos se repre-
sentan mediante coordenadas cartesianas. En particular,
R =R.

— a (con minudscula) puede indicar tanto un nimero real
como un vector de R”.

Sia=(ai,as,...,a,)y b=(b1,bs,...,b,) son puntos de R,

entonces a - b indica su producto interno o escalar,

n
a-b :a1b1 +a2b2+---+anbn = Zaibi-
i=1

s n — —_\n 2

— El médulo o norma de a e R* es |a| = va-a = Zizlai,

y usamos la misma notacién para el médulo o valor
absoluto de un nimero real x: |x| = V2.

Notas y comentarios

¢ El titulo completo del tratado de Galileo que mencionamos

es Il Saggiatore, nel quale con bilancia esquisita e giusta
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Sarfi [a cofa non ift3 cosi.La Filofofia & fcritta in quefto gran-
diffimo libro, che continuamente ci ft3 aperto innanzi 3 gli
occhi (io dico I'vniuerfo) ma non i puo intendere fe prima_,
non s’impara d'intenderlalingua , e conofcer i caratteri, ne’
quali & {critto. Egli ¢ fcritto in lingua matematica , e icarat-
teri fon triangoli, cerchi, & altre figure Geometriche , fenza
i qualimezi ¢ impofiibile d intenderne vmanamente parola_ ;
fenza quefti ¢ vn'aggirarfi vanamente per vo'ofcuro laberin-
to. Ma pofto pur”anco , come al Sarfi pare, che 1:intellegto

Figura 1: Parrafo de Il Saggiatore de Galileo.

si ponderano le cose contenute nella Libra astronomica e
filosofica di Lotario Sarsi Sigensano.

En la figura 1 vemos un fragmento donde esta la frase per-
tinente, extraida de https://dl.wdl.org/4184/service/
4184 .pdf, pag. 52 (pag. 25 en el original):

La versién moderna del textoen https://it.wikisource.
org/wiki/I1l_Saggiatore/6 nos permite entenderlo me-
jor:

... La filosofia é scritta in questo grandissimo li-
bro che continuamente ci sta aperto innanzi a gli
occhi (io dico 'universo), ma non si puo intendere
se prima non s‘impara a intender la lingua, e co-
noscer i caratteri, ne’ quali é scritto. Egli é scritto
in lingua matematica, e i caratteri son triangoli,
cerchi, ed altre figure geometriche...

¢ W. S. von Waltershausen, que era geélogo, en Gauss zum
Geddichtniss (1856) atribuye a Gauss una variante de la
frase mencionada al principio.

¢ La integracion entre geometria y nimeros se completa con
la obra de Descartes (1596-1650).

¢ Es imposible comentar en pocas palabras la influencia de
von Neumann en las matematicas de posguerra y que llega


https://dl.wdl.org/4184/service/4184.pdf
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hasta ahora. El fue uno de los inventores de la “arquitectura”
de la computadora tal como la conocemos, y de la teoria de
juegos y su relacién con la programacion lineal, e hizo contri-
buciones fundamentales al analisis funcional, las ecuaciones
diferenciales y su calculo numérico. También en fisica dejé
su huella en hidrodinamica y mecanica cuantica.

Entre las acepciones de la palabra intermedio, el dicciona-
rio de la RAE enuncia: Baile, miisica, sainete, etc., que se
ejecutaba en el intermedio de una comedia o de otra obra de
teatro ©.


https://dle.rae.es/intermedio?m=form
https://dle.rae.es/intermedio?m=form
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2. Resolucion grafica

2.1. Encontrar la superficie lateral y las de las “tapas” (inferior y
superior) de un cilindro recto de radio r y altura A. >3

2.2. Tengo un tacho de basura cilindrico. El fondo tiene didmetro
d, la altura es h, y no tiene tapa arriba. Me gustaria pintarlo por
dentro de un color y por fuera de otro.

a) Si ignoro las rebarbas que unen la tapa con la superficie la-
teral y el ancho de las paredes, ;qué superficie debo cubrir?

b) Sin embargo, las pinturas vienen por volumen (litros o cm?).
;Qué datos me faltan? >3

La resolucion de los dos problemas anteriores sélo requiere
el conocimiento de algunas férmulas y juntarlas. En cambio, el
siguiente problema —que por ahora s6lo enunciamos— es de
mayor complejidad.

2.3 (Sélo enunciado). Quiero fabricar un recipiente cilindrico
con fondo pero sin tapa de volumen v, ;cuales deben ser sus di-
mensiones (didmetro y altura) para usar el minimo de material
(para la superficie)?

# Como en problemas similares, suponemos que no hay des-
perdicios en la junta de tapas con laterales, e ignoramos el
espesor de las paredes. >3

El nuevo problema es un problema de optimizacion con restric-
ciones que podemos escribir en general como

encontrar un 6ptimo de una funcién objetivo
sujeto a restricciones.
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2.4. En el problema 2.3, jcuéles son las restricciones?, jcudl es la
funcién objetivo?, ;hay que encontrar un maximo o un minimo?

En el plano (y bastante menos en el espacio) es posible en-
contrar soluciones aproximadas a problemas de optimizacién con
métodos graficos.

Antes de ilustar el método, repasemos una definicion.

25  SiAcCR? f:A—RyteR, lacurva de nivel t de f es el
conjunto
{(x,eA:flx,y)=t}. L J
# Las curvas de nivel aparecen al representar en los mapas las
altitudes, temperaturas (isotermas), presiones (isobaras),...

#> A pesar del nombre “curva”, es posible que el conjunto sea
vacio o conste de curvas disconexas atn cuando A =R? y f
sea “suave”.

2.6. Encontrar el radio y altura de un cilindro de volumen vq y de
superficie minima incluidas sus dos tapas.

a) Dar férmulas para el volumen, v(r, k), y la superficie, s(r, k),
del cilindro de radio r y altura A.

b) Graficar con GeoGebra la curva de nivel v(r,h) = vy, toman-
do r en el eje x, y h sobre el eje y.

=* En la figura 2 es la curva en azul, con vg =5.
=* En GeoGebra se puede poner CurvaImplicita(v(x, y)
- v0) en la barra de entrada.

¢) Graficar varias curvas de nivel para distintos valores de
las superficies.

=> En la figura 2 son las curvas en verde, sobre las que
hemos colocado un texto con el nivel correspondiente.

= En GeoGebra se puede usar Secuencia(s(x, y) = smin
+ k dif, h, 0, ndiv),dando valores apropiados a smin,
dif y ndiv.
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25

18

11

4
\ Vp=5
\
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Figura 2: Volumen fijo, superficie minima en el problema 2.6.

d) Como se puede apreciar en la figura 2, las superficies de
los cilindros con sus tapas van aumentando de izquierda a
derecha.

Podemos usar esa informacién observando, por ejemplo,
que la curva correspondiente a las superficies que miden 4
no corta a la curva azul: no hay cilindros de superficie 4 y
volumen 5. En cambio, la curva verde del nivel 18 corta a
la curva azul en dos puntos, dividiendo a la curva en tres
partes: la del medio hacia la izquierda correspondiente a
cilindros de menor superficie y las dos partes separadas
hacia la derecha correspondientes a cilindros con superfi-
cies superiores a 18 (pero siempre sobre la curva azul el
volumen es vy = 5).

El 6ptimo se alcanzara en una curva de nivel de super-
ficie que por un lado corte a la curva azul (para que haya
una configuracién de volumen vg), y por otro lado que toda
otra curva de menor nivel no toque a la curva azul. Aca
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dibujamos la curva buscada en rojo, y en este ejemplo es la
Unica curva de nivel que corta en exactamente un punto a
la azul, es decir, las curvas son tangentes.

e) Para encontrar graficamente la curva de nivel marcada en
rojo, se puede proponer una curva de nivel para la superficie
y modificar el nivel hasta obtener una curva aceptable.

=> En GeoGebra se puede crear un deslizador niv y consi-
derar CurvaImplicita(s(x, y) - niv).

De esta forma obtenemos el valor 16.2 para la superficie
cuando vy = 5, mientras que el valor teérico es aproximada-
mente 16.1868...

f) Suponiendo que el valor de la superficie 6ptima es s, jcomo
encontrar el radio y la altura del cilindro 6ptimo?

g) Calcular el cociente entre la altura y el radio para distintos
valores de vg y ver que siempre es aproximadamente 2, esto
es, la proporcion entre la altura y el radio es independiente
del volumen. ;Tiene sentido?

# Se puede ver, por ejemplo usando las técnicas de la
seccién 4, que en el 6ptimo la altura coincide con el
diametro: las “latas 6ptimas” son “homotéticas”. >3

Hay problemas que pueden considerarse como duales: el obje-
tivo y restricciones de uno son las restricciones y objetivo del otro.
Por ejemplo, un posible dual del problema 2.6 seria encontrar el
cilindro de maximo volumen que tenga superficie dada, incluyendo
ambas tapas.

2.7. En este problema repetimos los pasos del problema 2.6 para
encontrar el cilindro de volumen maximo si tiene una superficie
so con sus tapas incluidas.

La idea es obtener una figura similar a la figura 3, en la que
usamos sg = 16.
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Figura 3: Superficie fija, volumen maximo en el problema 2.7.
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a) Dibujar en GeoGebra la curva de nivel s(r,h) = sg.

b) Graficar curvas de nivel de los volamenes para distintos
valores, y observar que éstos aumentan de izquierda a de-
recha.

En la figura 3 vemos que la curva correspondiente al
volumen 3.5 corta a la curva azul en dos partes, lo que im-
plica que hay cilindros de superficie 16 que tienen volumen
mayor a 3.5 y otros que tienen volumen menor. Por otro
lado, la curva correspondiente al volumen 6 no corta a la
curva azul: no hay cilindros de superficie 16 con volumen 6.

¢) Encontrar una curva de nivel con valor éptimo (en rojo en
la figura 3) y los valores correspondientes de r y A.

d) Calcular el cociente entre la altura y el radio para distintos
valores de sg y ver que siempre es aproximadamente el
mismo, esto es, la proporcién entre la altura y el radio es
independiente de la superficie. ;Es el valor del cociente
el mismo que el encontrado en el problema 2.6.g)?, ;tiene
sentido?

Notas y comentarios

¢ Es posible aproximar méximos o0 minimos de una funcién de
una variable mediante métodos numéricos iterativos como
la bisqueda dorada o la variante de biisqueda de Fibonacci,
que en cierta forma generalizan el método de la biseccién
para encontrar una raiz. Sin embargo, para funciones de méas
de una variable no hay generalizaciones eficientes, y debe
apelarse a generalizaciones del método de Newton (buscando
donde se anula la derivada o gradiente).
¢ Es usual llamar problemas de extremos ligados a los proble-
mas de optimizacién cuando aparecen restricciones.
Para resolver estos problemas muchas veces se usa el mé-
todo de multiplicadores de Lagrange que se basa en las ideas
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que usamos aca: dentro de una familia de curvas (o super-
ficies) buscar una que sea tangente a otra dada. Para ello
se apela a la nocién de tangencia en célculo diferencial: las
curvas se tocan en un punto y sus gradientes son paralelos
alli.

El método da lugar a procedimientos numeéricos, en gene-
ral basados en el método de Newton para encontrar solucio-
nes a ecuaciones.

El caso de programacién lineal es muy particular, por-
que los 6ptimos deben aparecer en los vértices de la region
poliedral determinada por las restricciones, y hay muchas
tangentes posibles en cada vértice del poliedro.

* A pesar de que los problemas 2.6 y 2.7 sugieren que para
ahorrar en el costo del envoltorio los envases cilindricos
deberian tener siempre las misma proporciones (didmetro
= altura), es claro que en la practica esto no se hace: las
proporciones de una lata de arvejas y una de atin son muy
diferentes.

Esto se debe a que el costo del envase es en general mu-
cho menor que el contenido, y las marcas prefieren seguir
cuestiones estéticas y de tradicién (“branding” incluido).

¢ En el problema 2.6 pedimos que la superficie fuera exacta-
mente vg, con un planteo de la forma

min s(r,h) sujeto a v(r,h) = vy,
pero también podriamos haberlo puesto en forma equivalen-
te como

min s(r,h) sujeto a v(r,h) = vy,

ya que con las mismas proporciones, el volumen mas chico
tendra superficie menor.

No siempre podemos hacer este cambio, pero si nos per-
mitimos ampliar la cantidad de restricciones o variables,
podemos llegar a formulaciones equivalentes (una con igual-
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dades y la otra con desigualdades), como es usual hacer en
programacion lineal.



3. Mucha geometria y poca algebra Pag. 17

3. Mucha geometria y poca algebra

En esta seccién planteamos algunos problemas geométricos en
los que en general bastard una solucién no muy formal. Algunos
son sencillos, pero es posible que para otros ayude mirar la situa-
cién con algun software de geometria dinamica como GeoGebra.

Como varios de los ejercicios que siguen se refieren a tridngulos,
para no repetir las notaciones fijamos las siguientes convenciones:

* Jlos vértices del triangulo ABC son (jehem!) A, By C,
* aeselladoopuestoaA,baB,caC,
* el angulo (interno)en A es a,en Bes 8,en C es y.

Como no podia ser de otro modo, empezamos con algo que no
involucra tridngulos, al menos explicitamente.

3.1. Si A y B son puntos del plano a un mismo lado de la recta ¢,
encontrar la curva de menor longitud con extremos en A y B que
pasa por ¢. Ayuda: si ¢ separara a los puntos, la curva buscada
seria el segmento AB. >3

3.2. Consideremos todos los triangulos ABC rectangulos que tie-
nen la hipotenusa BC fija.

a) ;Cual es el lugar geométrico donde puede estar el vértice
A?

b) ;{Cual es el tridngulo de mayor area?

# Pusimos “el” en el dltimo apartado, pero podria pensarse que
hay dos: uno “arriba” y otro “abajo”, ambos con la misma &rea.
En varios de los problemas que siguen tendremos situa-
ciones parecidas, y dejaremos al lector que considere por si
mismo la unicidad de soluciones.

#v Comparar con el problema 4.24. =3

3.3. Consideremos todos los triangulos ABC que tienen fijos tanto
el lado BC como el perimetro.
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a) ;Cudl es el lugar geométrico donde puede estar el vértice
A?

b) ;Cual es el triangulo de mayor area?

# Comparar con el problema 4.28. >9

3.4 (VG, pags. 82 y 83). Consideremos todos los triangulos que
tienen fijos el 4ngulo a y la base BC.

a) ;Cudl es el lugar geométrico donde puede estar el vértice
A?

b) ;Cual es el triangulo de mayor area?
# Comparar con el problema 4.26.

¢) Escoger el triangulo para el cual el radio de la circunferen-
cia inscripta sea el mayor.

#» Lo correcto es decir “inscrita”, pero prefiero decir “sep-
tiembre” y no “setiembre”, y nunca diria “descricion” en

NP

vez de “descripcion”: jestoy viejo! >

3.5 (VG, pag. 33). Consideremos dos puntos del plano A y B, y la
familia & de todas las rectas que pasan por B. Encontrar el lugar
geométrico de los puntos C que son simétricos de A respecto de
alguna recta en %.

3.6 (VG, pag. 42). Consideremos dos
puntos A y B en una circunferencia, y sea
M un punto arbitrario de la circunferen-
cia. Sea C la interseccion de la mediatriz
de AB con el arco AB de la circunferencia
que contiene a M.

En la prolongacién del segmento AM, desde el punto M se
marca un segmento M N de longitud igual al segmento BM.

a) Ver que N es el simétrico de B respecto de la recta CM.

b) Hallar el lugar geométrico de los puntos N (recordar que
hay dos arcos con extremos A y B en la circunferencia). >3
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3.7 (VG, pag. 85). Entre los triangulos con dngulo a y base BC
fijos, elegir el de mayor perimetro.

3.8 (VG, pag. 85). Elratoncito tiene tres
salidas de su ratonera situados en los
puntos A, B y C que el gato conoce. ;Dén-
de tiene que sentarse el gato para encon-
trarse a la menor distancia posible de la
salida mas lejana?

3.9 (VG, pag. 87). En una parte del bos-
que, limitada por tres ferrocarriles rectos,
vive un oso. ;En qué punto del bosque de-
be hacerse el oso la guarida para encon-
trarse a la mayor distancia posible del
ferrocarril mas cercano?

3.10 (VG, pag. 87). En un lago redon-
do viven tres cocodrilos. ;Dénde deben
situarse para que la mayor de las distan-
cias desde cualquier punto del lago hasta
el cocodrilo mas cercano sea la menor po-
sible?

.Y con 4 cocodrilos? >3

&
%

&
%

3.11 (VG, pag. 93). Por una carretera

recta marcha un autobus con excursionis-

tas. A un lado de la carretera, en angulo @_i[
a ella, esta situado un palacio. ;En qué

punto de la carretera tiene que pararse

el autocar para que desde éste los excur-

sionistas puedan contemplar lo mejor po-

sible el palacio?

Y
b
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4. Mas algebra que geometria: medias elemen-
tales

Antes de ver técnicas mas elaboradas, resolvamos problemas
mas sencillos con técnicas similares a las que veremos més ade-
lante.

4.1. Supongamos que a, b y ¢ son ntimeros reales con a # 0, y para
x € R definamos f(x) mediante

fx)=ax®+bx+c.

2 2
a) f(x)zax2+bx+c=a(x+—) +c—b—.

# Por supuesto, es la clasica expresion de “completar cua-
drados”, a partir de la cual se deduce la formula para
encontrar los ceros de una ecuacién cuadrética.

b) ¢ — b%/(4a) es el valor minimo posible de f sia >0y el
maximo si a < 0. En cualquier caso, este valor se alcanza
cuando x = —b/(2a). >3

4.2. En dimension 2, la trayectoria ideal de un proyectil que en el
instante ¢ = 0 parte desde (0,0) se da por las relaciones

x(t)=ut, y(it)=—-gt®+vt,

donde ¢ es el tiempo, u es la velocidad inicial en la direccién hori-
zontal x, v la velocidad inicial en la direccién vertical y,y g es la
magnitud de la aceleracion de la gravedad (que en La Tierra es
aproximadamente 9.8m/s?).

a) Encontrar la posicién (x,y) de altura maxima si v, > 0,
determinando el tiempo en que llega a esa posicién.

b) Generalizar el apartado anterior a tres dimensiones (inclu-
yendo las ecuaciones). >3
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4.3. Determinar el punto de la recta y = 3x + 5 que esta mas cerca
del origen de dos formas:

a) Encontrando (analiticamente) la interseccion de la recta y
la perpendicular a ella que pasa por el origen.

b) Usando los resultados del problema 4.1.
¢) Comprobar la solucién obtenida con GeoGebra.

# Ver el problema 4.25. >0

La siguiente es una definicién casera y posiblemente no sea
reconocida en otros ambitos.

4.4. Consideremos n ndameros reales x1,x2,...,x, y definamos
m=min{x1,x9,...,%,}, M =max{x{,x9,...,%,}.
p €R es una media o promedio de los nimeros x1,x9,...,X, Si
m<p<M. LJ

El siguiente ejercicio muestra algunos ejemplos elementales
pero muy usados en las aplicaciones.

4.5 (Ejemplos de medias). Con las notaciones en la definicién 4.4,
demostrar los siguientes apartados.
a) m'y M son medias.

b) Posiblemente la media mas conocida sea la media aritméti-
ca o promedio aritmético, y a veces directamente promedio,
definida por

12
S:;izzlxl'.

Ver que efectivamente S es una media, es decir, satisface
la definicién dada en 4.4.
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# En probabilidad y estadistica a veces se la llama sim-
plemente media (teérica o muestral), y suele denotarse
con los simbolos p o x.

¢) Sipi,p2,...,Pn son nimeros positivos tales que Z?zlpi =1,
entonces
n
P=) pix;
i=1
es una media.
# La media aritmética S es el caso particular cuando
pi=lnparai=1,...,n.

# Si p; indica la probabilidad de que un suceso tome el
valor x;, P es llamado esperanza o valor esperado.

# Usando producto interno, podemos escribir P = p - x
donde p =(p1,p2,...,Pn) ¥ X = (x1,X2,...,%p).

d) La mediana, que aca indicamos con M., se obtiene de la
siguiente manera:
— Se ordenan los datos de menor a mayor.

— Si n es impar se toma el valor que esta en la posicién
(n+1)/2 de los datos ordenados.

— Si n es par, se toma el promedio (media aritmética) de
los valores en la posiciones n/2 y 1+ n/2 de los datos
ordenados.

Ver que M, es una media.

e) Si los nimeros x1,%2,...,X%, son todos positivos, entonces

es una media, llamada media arménica.

# H es el inverso multiplicativo de la media aritmética de
los inversos multiplicativos de x1,x2,...,X,.



4. Mas algebra que geometria Pag. 23

1 n
— Z xl2 se denomina media cuadrdtica. No es una
n .

i=1

media en el sentido de la definicién 4.4, puesto que los
valores x; pueden ser negativos, pero verifica

min{lx1l,lx2l,...,1x,1} = R =max{lx1l, |xal,...,1x,l}.

# Su nombre en inglés es (Root Mean Square, por lo que
a veces es abreviada como RMS.

# R estarelacionada con el método de minimos cuadrados
para obtener una descripcién sencilla de algin fené-
meno. Se toma la raiz cuadrada para que el resultado
tenga las mismas dimensiones de los datos originales.

# La desviacion estandar o tipica de probabilidad y esta-
distica es una variante, definida como

o= izil(xi—u)2,

donde p es la esperanza de los valores x1,x2,...,%,.

S|

g) Si los nameros x1,x9,...,%, son todos no negativos, enton-
ces

G=1Vx1xx2X XXy
es una media, llamada media geométrica.

# Paran =2, G da el lado de un cuadrado de area igual a
la de un rectangulo de lados x1 y x2, y de modo similar,
el lado de un cubo de volumen igual al de un prisma
rectangular cuando n = 3.

# @G puede pensarse como la exponencial de un promedio
de logaritmos, esto es,

1 .
G = b Tilozax

donde a es una constante positiva y distinta de 1.
En general, se usaa >1,comoa=20a=10. =3
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En lo que resta de la secciéon usamos las notaciones introduci-

dasen 4.4y 4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Las siguientes son propiedades sencillas de las medias.

a)m=M siysblosix;=x9="-=xp,.
b) (Pero Grullo) Si p es una mediay m = M, entonces p =m
(en particular esto sucede cuando n =1 ©).
;Puede ser p media, p=m y m # M?
¢) Ver que si alguno de S, P o M, es igual a m entonces x1 =
X9 =---=x, =m. Lo mismo es cierto para H, R o G cuando
todos los valores x1,x2,...,x, son positivos.

# Por supuesto, lo mismo vale si alguna de esas medias
es igual a M.

# Recordar que en la definicién de P en 4.5.c) hemos pe-

NP

dido p; >0 paratodoi=1,...,n. >0
En un ano la inflacién fue del 20% y en el siguiente de 30%.

a) ;Cual fue la inflacién acumulada durante los dos afios?

b) ;Cual fue la inflaciéon promedio durante esos dos afios?
Aclaracion: Se pide encontrar r tal que si la inflacién en
cada afo es la constante r, la inflacién acumulada es la
obtenida en b).

¢) ;{Cual es la relacién con la media geométrica? >3

Fui de mi casa al trabajo a una velocidad de 60km/h y volvi a

una velocidad de 40km/h. ;Cual fue la velocidad promedio en todo
el trayecto (entre ida y vuelta)?

(Qué relacién hay con la media arménica? >3

Dedicamos el resto de la seccion para estudiar relaciones entre

algunas de las medias que vimos, empezando por el caso més
sencillo donde n = 2.
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4.9. Sia,b,c € R entonces:

a) (a+b)2_(a—b)2:ab'

2 2
a+b\? (a-b\%2 aZ+b2
b) + = .
2 2 2
c)(c—a)b-c)+ab=c(a+b-c). >2

4.10. Demostrar las siguientes propiedades cuando n = 2 usando
el problema 4.9.

a) |S]| <R con igualdad si y sélo si x1 = x2.

En los siguientes apartados suponemos que x1 y x2 son positi-
vos.

b) G =S con igualdad si y sélo si x1 = x9.

G? G
C)HZFZGxg.

d) H < @G con igualdad si y sélo si x1 = x9.
Resumiendo, cuando n =2y x1 y x2 son positivos,
H<G=<S <R,

donde vale una igualdad si y sélo si x1 = x2, y en este caso H, G, S
y R coinciden. >2

El préximo problema da una interpretacion geométrica de las
relaciones que vimos en el problema 4.10, y nos permite imaginar
c6mo los babilonios pudieron tener conocimiento de desigualdades
como la 4.10.5).

4.11. Sea ABC un tridangulo rectangulo en C, P el pie de la al-
tura por C, y pongamos a = AP, b=BP,c=CP,d =a+b (ver
figura 4.a)).

Tomando x1 =a y x2 = b, queremos relacionar los valores de
S, G, Hy R correspondientes.
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a) b)

Figura 4: Graficos para el ejercicio 4.11.

a) Ver que los tridngulos ACB, APC y CPB son semejantes
(tomando vértices correspondientes en el orden indicado).
En consecuencia, c/a = b/c, es decir, ¢ = Vab =G.

Llamemos O al centro de la circunferencia circunscripta y
r = d/2. Guidndonos por la figura 4.b), donde suponemos a > b, y
recordando las convenciones sobre el la notaciéon AB, considere-
mos:

* D en la circunferencia tal que OD 1 AB,
* @ en OC tal que PQ 1 OC.

Es claro que OD =r es la media aritmética S =(a+b)/2=r,y
ya hemos visto que PC = ¢ es la media geométrica G = Vab.
Ver que:

b) OP =

a—b‘

# Esto da otra forma de ver que ¢ = Vab, usando Pitdgoras
y 4.10.c).

2ab
¢) QC es la media arménica H = L. Posibilidad: los trian-
a
gulos PQC y OPC son semejantes y usar 4.10.c).

d) PD es la media cuadratica R = \/(a? + b2) /2. Posibilidad:
Pitagoras y 4.9.b).
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Usando que en tridngulos rectangulos la hipotenusa es mayor
que cualquier cateto, ver la validez de las desigualdades H <G <
S <R (ya estudiadas en 4.10). >3

Nos abocamos ahora a ver que cuando los valores de x1,x9,...,x,
son todos positivos, las relaciones H <G < S < R (con igualdad
Unicamente cuando x1 = x9 = -+ = x,,) son validas para cualquier
n (entero positivo).

El préximo resultado es de gran importancia en muchas ramas
de matemaéticas, habiéndose generalizado a espacios de infintas
dimensiones (espacios de Hilbert, espacios L”,...). Su origen es
mas humilde, ya que en un espacio euclidiano relaciona algebrai-
camente los vectores no nulos x y y con el angulo 6 que forman:

x-
cosf =~ (x,y €R™).

x| 1yl

El “angulo” es un objeto de dimension 2, y la igualdad anterior
es equivalente al teorema del coseno. En cualquier dimensién, los
vectores x, y son perpendiculars (u ortogonales) si y s6lo si x-y = 0.

4.12 Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si x,y son vectores de
R™, entonces
lc -yl < || |yl

con igualdad si y sélo si x es miiltiplo de y o y es multiplo de x.

La siguiente es una de las demostraciones méas populares entre
las muchas que hay del teorema 4.12.
4.13 (Demostraciéon de 4.12).
a) Site Ry x=ty, entonces |x-y| = x| |y].
b)Siy#0,t=(x -y)/|y|2 esta bien definido y
lxI? 1y 1? = (x- 3)?
|yI?

lx —tyl? =
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¢) Demostrar la validez del enunciado en 4.12. >3

4.14. Demostrar que |S| <R, esto es,

N
= —_ X,
niz’

Mas aun, vale la igualdad si y s6lo si x1 =x9 =+ = xj,.
Posibilidad: jcual podria ser un valor de y para usar 4.12?7 3%

n
DX
1

1
n;

4.15. Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, ;se puede dar que

10
_Z|xl|:R>
niz1

Vi
()

pero que no todos los x; (i =1,...,n) sean iguales? 2
4.16. Demostrar que si x1,x2,...,x, son positivos, entonces:
a) H <8, esto es,
n 12
n 1 < ; Z Xi
i=1 X i=1
Posibilidad: n=1+---+1y 1l=x1(1/x1) =+ =x, (Uxp).
n
b) H=S siysélosixi=x9="-=xy.
# En 4.19 veremos que, més aun, H <G < S.

4.12 y la siguiente propiedad son los resultados teéricos mas
importantes de esta seccién.

4.17 Desigualdad entre las medias aritmética y geométrica.
Con las notaciones del problema 4.5,

G <S8 conigualdad siy sélo si x1=x9="---=xp.

Hay muchas demostraciones de la propiedad 4.17. En el proéxi-
mo ejercicio presentamos una elemental tomada de Niven (1981),
y al final de esta seccion una versiéon usando logaritmos.
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4.18 (Demostracion de 4.17). Sean x1,x9,...,X, nimeros positi-
vos con n =2, my M definidos como en 4.4, S y G como definidos
en 4.5.

Sean j y k tales que x; = m y x3, = M, y definamos x,x5,...,x
mediante

/
n

S sii=j,
x§= m+M-S8) sii=k,
X; en otro caso.

Finalmente pongamos

! . ! ,
m =min {x1,x92,...,%,}, M =max{x1,x2,...,%,},

1
!/ !/ !/ n ! ! !
S:;in, GZ\/xlxxzx“-xxn,

12

Entonces:
a)S=8".

b) Si m # M entonces m = x; y M = x;, son distintos de S.
Sugerencia: recordar 4.6.c).

c)Sim#M entonces m=m', M' <M y G <G'. Sugerencia:
recordar 4.9.c).

d) G=G'siysélosim=M (y en ese caso G = S).
e) Denotando el cardinal del conjunto finito A por #A, ver que
#{i:1<i<n,x;=S}<#{i:1<i<n,x, =S},
con igualdad si y sélo si m = M.

f)Sim' #M', construimos xY,x5,...,x,, m", M",G" y S" a
partir de x7,x5,...,x;, repitiendo la construccién anterior, y
asi sucesivamente. En cada paso hay al menos un valor que
cambia a S, y a lo sumo en n pasos, llegamos a un juego de
numeros, digamos y1,Yy2,...,Yn, tales que

1
G<G'=G"<---<={Ym ><y2><-~-><yn:;Zyi:S_
i
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8)Sin=2ym<M, jcuantos pasos del procedimiento se
realizan como maximo? ;Y si n >2?

Para cada n dar un ejemplo de nimeros x1,x9,...,x, para
los cuales haya que realizar la maxima cantidad de pasos
posibles para llegar a que todos los valores numéricos coin-
cidan.

4.19. Silos ntimeros x1,x9,...,%, son positivos,
H<G=<S<R,

donde si alguna vale con igualdad, entonces las otras también y
X1 =X =" =Xp.

4.20. Suponiendo que los nameros x1,x9,...,%, son positivos, y
recordando que indicamos la mediana por M, (en 4.5.d), decidir
si se pueden dar los siguientes casos, dando demostraciones o
contrajemplos adecuadamente.

a)M,<H.
b)G<M,<8S.
c)M,>R. >3

Dedicaremos el resto de la seccién a ver aplicaciones de la
relacion entre las desigualdades. Arrancamos con un ejemplo ilus-
trando la técnica.

Supongamos que queremos encontrar el punto (x,y) del pri-
mer cuadrante del plano que esta en la hipérbola xy =1 y tiene
distancia minima al origen (0,0).

Lo que queremos es encontrar

min\/x2 + y2

sujeto a las restricciones xy =1, x,y > 0.
(Coémo puede llevarse el problema a algo de la forma G < S?
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2+ y2 y un producto xy. La suma deber4

relacionarse con la media aritmética y el producto con la media geo-
métrica. Teniendo en cuenta que encontrar el minimo de /x2 + y2
es equivalente a encontrar el minimo de x2 + y2, y también que —
como pedimos x y y posivos— la media geométrica se los cuadrados
es v/x2y2 = xy, vemos que en cualquier caso tenemos

Tenemos una suma, x

xys%(x2+y2).

El miembro de la izquierda esta fijo, xy = 1, y sabemos que
habra igualdad si y sélo si x = y. Por lo tanto el minimo buscado
es V2 y se encuentra cuando x = y = 1.

4.21. Ilustrar la situacién anterior con GeoGebra o software si-
milar, dibujando la hipérbola (bastara la rama en el primer cua-
drante), y una circunferencia de radio variable y centro en (0,0).
Comprobar que efectivamente la circunferencia de menor radio
que toca a la hipérbola tiene el radio igual a v/2.

4.22. Resolver el problema anterior en tres dimensiones, esto
es, encontrar un punto (x,y,z) del primer octante que esté en la
superficie xyz = 1 y tenga menor distancia al origen (0,0,0).

4.23. Encontrar las dimensiones a y b de los lados de un rectangulo
de perimetro dado p, de modo que el area del rectangulo sea lo
mayor posible. Sugerencia: tomar una suma fija y maximizar un
producto.

(Existe una solucién para el problema de encontrar el area
minima si el perimetro esta fijo?

Resumiendo, una técnica posible —de ninguna manera absoluta—
para aplicar la propiedad 4.17 en la resolucién de un problema de
optimizacion con restricciones:

* Tratar de encontrar n variables de modo que en el problema
aparezcan su producto y su suma.
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* Si hay que minimizar tendria que quedar fijo el producto, y
si hay que maximizar deberia quedar fija la suma.

¢ Si todas las variables pueden tomar el mismo valor, ese serd
el éptimo.

Por supuesto, a veces conviene aplicar otra desigualdad (en
vez de G < 8) y hay que adaptar la técnica.

Resolver los siguientes problemas usando las propiedades al-
gebraicas que vimos en esta seccién.

4.24. Recordando el problema 3.2, consideremos todos los trian-
gulos rectangulos de hipotenusa dada.

a) ;Cual es el de mayor area?
Idea: sila hipotenusa es c, el 4rea es ab.

b) ;Y el de mayor perimetro?
Ayuda: jusar 4.14 en vez de 4.17?

¢) ;Y el de menor perimetro?
Ayuda: recordar 4.9.b). >3

4.25. Supongamos que una recta ¢ tiene ecuacién ax+by = ¢, con
lal +16] > 0.

a) Ver que el punto de £ mas cercano al origen es (x, y) = t(a, b),

donde ¢ = ¢/Va?2 + b2,

b) {Qué relacién hay entre el apartado anterior y el aparta-
do a) del problema 4.3?

# (a,b) es el gradiente de la funcién f(x,y) =ax+by. La
tangente a la curva (o superficie en mas dimensiones)
es la recta (o hiperplano) perpendicular al gradiente.

Las rectas ax+ by = ¢, con ¢ variando, son las curvas
de nivel de la funcién f.

¢) En general, ;cudl sera el punto de £ mas cercano a un punto
(u,v)?
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4.26. Resolver el problema 3.4.b). Posibilidad: usar el teorema del
coseno.

4.27. Supongamos que los lados de un triangulo son a, b, ¢, e indi-
quemos por s su semiperimetro,

a+b+c
S=—
2
a) ;Es cierto que max{a,b,c} < s?, ;por qué?

b) Demostrar la formula de Herén para el area en términos
de los lados:

A(a,b,c) = \/s(s—a)(s— b)(s—c).

¢) Encontrar las dimensiones de un triangulo de area méxima
entre todos los que tienen un perimetro dado.

4.28. Rehacer el problema 3.3.5) con las ideas de esta seccion.

4.29. Resolver (analiticamente) el problema 2.3.

Sugerencia: encontrar una suma a minimizar y un producto que
permanezca constante, y elegir dos o tres variables para ponerlos
como medias.

# Sugerencia si la anterior no alcanza: si el cilindro tiene radio
ry altura h, tomar x =r2, y =z =rh, xyz = r*h2.
Respuesta: r =h = Vv/x.

Una forma de resolver el problema usando derivadas es des-
pejar una variable en términos de la otra y encontrar los puntos
donde se anula la derivada de la nueva funcén. Si se conoce esta
técnica, usarla para comprobar la respuesta obtenida anteriormen-

te. =3
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4.30 (VG, pag. 83). Por el pueblo A, ro-
deado de praderas, pasa un camino recto.
Una persona puede ir por el camino a una
velocidad de 5 km/h, y por la pradera, a
una velocidad de 2 km/h (en cualquier
direccion).

;Qué ruta tendra que elegir la perso-
na para llegar cuanto antes del pueblo A
a la casita B, que estd a 13 km de éste y
a 5 km del camino? >8

Notas y comentarios

¢ Una demostracién sencilla, aunque no elemental, de la des-
igualdad G < S en 4.17, es escribir G en términos de loga-
ritmos como vimos al dar su definicién.
Recordemos que si a >0y a # 1, el logaritmo tiene como
funcién inversa a la exponencial,

y=log,x siysélosi x=a’.

Si ademas a > 1, el logaritmo y la exponencial son estric-
tamente crecientes. Mas atun, el logaritmo es una funcién
coéncava, o sea,

1Z 12

— Z loga xX; < loga — Z X

ni=1 ni=1
(suponiendo x; >0 parai=1,...,n), y usando que la expo-
nencial es creciente resulta

1 12
G =qnri-1108% < = Y x; =8,
niz1

demostrando la desigualdad en 4.17 (la parte de la igualdad
es sencilla pues el logaritmo es estrictamente céncavo y la
exponencial estrictamente creciente).
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Para ver que el logaritmo es estrictamente creciente y es-
trictamente céncavo es necesario meterse en las definiciones
del logaritmo o la exponencial, lo que requiere conocimientos
mas profundos de los que queremos usar en este apunte.
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