Torneos y Competencias. .. Matemadticas

1. Introduccion

Sobre gustos no hay nada escrito, y aunque es posible que haya gustos que
merezcan palos, voy a comentar en estas notas sobre un problema que me ha
gustado particularmente.

Se trata del sexto problema del tercer nivel del tltimo Certamen Nacional
de la OMA (el XIII, en Tucumén), donde nos vemos involucrados en un apasio-
nante torneo de tenis. Es posible que todos ya conozcan el enunciado (y ain la
solucién), pero por completitud vamos a copiarlo:

# Problema 1. En un torneo de tenis de 10 jugadores, todos jugaron contra
todos una vez. En este torneo, si el jugador i gand el partido contra el jugador
7, entonces la cantidad de partidos que perdio i mas la cantidad de partidos que
gand j es mayor o igual que 8. Diremos que tres jugadores i, j, k forman un
trio atipico si i le gand a j, 7 le gano a k, y k le gand a .

Demostrar que en el torneo hubo exactamente 40 trios atipicos.

El lector observara que en estas notas los problemas estan senalados con #o,
una forma “sutil” de decir: jsentarse con ldpiz y papel y pensar el problema antes
de sequir!

En particular, si el lector no ha pensado atn el problema planteado, es
conveniente que lo haga ahora antes de continuar. Lo que sigue serda entonces
mucho mas provechoso.

Retomando el hilo principal, ;qué es lo que me llamé la atencién sobre este
problema?. Varias cosas: lo curioso de la condicién sobre los partidos ganados y
perdidos, los “trios atipicos”, el nimero “exacto” 40, que nos digan que puede
haber un torneo asi, y otras preguntas que van surgiendo a medida que pensamos
el problema.

Vamos a ordenarnos, y aclaremos algunos “tantos” del torneo y de estas
notas:

v Cualquier niimero que aparezca en estas notas serd entero no-negativo,
salvo que claramente no lo sea.



v En lo que sigue, siempre (o casi) nos referiremos a un torneo de n jugado-
res, donde cada jugador juega exactamente una vez con cada uno de los
restantes jugadores. Para que tenga sentido y haya al menos un partido,
pedimos n > 2.

v Los jugadores se indicaran con letras como i, j, k. Podemos pensar, aunque
no es necesario, que los jugadores tienen los nombres 1,...,n.

v/ La cantidad de partidos que el jugador ¢ ha ganado al finalizar el torneo,
o sea los puntos obtenidos por i, se indicara con g;.

v i — j es una manera alternativa de expresar que el jugador ¢ le gané al
jugador j.

v Tres jugadores 7, j y k forman un trio atipicosii— j, j > ky k — i.

Observemos que si en un torneo hay n jugadores, cada jugador participa en
n — 1 partidos, y entonces el niimero de partidos perdidos por el jugador i es
(n — 1) — g, por lo que la condicién sobre partidos ganados y perdidos puede
ser enunciada (no demasiado formalmente) como:
Condicién €: Un torneo satisface la condicion € si ¢ — j implica g; > g; — 1.

Desconozco el nombre del simbolo €, y como hay que llamarlo de alguna
manera, propongo llamar a la condicién, “condicién del amor imposible”, por
el corazén (jo serd una frutilla?) que aparece y lo dificil que es dibujarlo. El
nombre es un poco largo, asi que algunos la abreviaran a “condicién del amor”,
y otros a “condicion imposible”. Dejemos a los psicélogos las interpretaciones de
éstas y otras posibilidades que aparezcan, y volvamos a lo nuestro.

El propésito de estas notas es estudiar las dos preguntas siguientes:

# Problema 2. ;Cudles son los valores de n para los que existe un torneo que
satisface la condicion €?

# Problema 3. Encontrar el numero de “trios atipicos” en un torneo de n
jugadores que satisface la condicion ‘€.

El plan es el siguiente: comenzamos por estudiar algunas propiedades de un
torneo que satisface la condicién @, luego estudiamos la existencia de torneos que
satisfacen la condicién € primero para n impar y después para n par, seguimos
con un estudio méas detallado para n impar, para concluir con el estudio de
los trios “atipicos™ Al final del articulo resumimos los principales resultados
obtenidos, pero no los indicamos acé para mantener el suspenso’.

Antes de seguir, y serd la tltima vez que insista sobre el tema, pido al lector
que cada vez que aparezca un problema presentado con &, se detenga a pensarlo
antes de continuar, la lectura serd entonces mucho méas provechosa.

Ahora ja arremangarse!?

2. Andlisis de la condicién ‘€

En esta seccidon nos familiarizaremos con la condicién €, y obtendremos
propiedades que son interesantes y nos seran ttiles en el resto de las notas.

1 Para los ansiosos: efectivamente, el asesino es el mayordomo.
2Ré4pido: jcudl es el torneo?, jcuél es la competencia?



Si hay n jugadores en el torneo, se jugaron

(3) -

partidos, que es la suma de los puntos obtenidos por todos los jugadores, puesto
que en cada partido hay exactamente un ganador. Entonces el promedio de
puntos obtenido por cada jugador es

#(partidos) n—1

= promedio = =
p="r ' # (jugadores) 2

(claramente, p puede no ser entero).

Veamos qué posibilidades tenemos para los puntajes obtenidos por los ju-
gadores en un torneo que satisface la condicién ‘€. Supongamos que M es el
maximo puntaje obtenido y m el minimo. Si M = m, todos los jugadores ob-
tuvieron el mismo puntaje, M = m = p. Supongamos entonces que M > m,
y consideremos un jugador, z, con M puntos y otro, y, con m puntos. Pueden
suceder varias cosas (recordemos que estamos suponiendo M > m):

a) x — y. Entonces g, = m > g, — 1 = M — 1. Como M > m entonces
M = m+ 1y sblo hay dos puntajes posibles, my m+1= M.

b) Supongamos que x 4 y. Entonces y — z (y n > 2). De modo que entre los
jugadores que perdieron con x (que son M) debe haber alguno que le gané
a y, pues si no, y tendria més puntos que x, habiendo ganado (al menos)
a los mismos contrincantes que x y también a x. Por lo tanto habrda un
tercer jugador, z, tal que x — z y z — y. Por la condicién ¢,

Gy=m>g.—1>(g—1)—-1=M -2
por lo que
M<m+2

y hay entonces a lo sumo 3 puntajes posibles (m, m+ 1y m + 2).

Nota: Observar que podria suceder M = m + 1, y entonces no habria
jugador con m + 2 puntos. &

Por lo que hemos demostrado el siguiente resultado:

¥ Resultado 1. En cualquier torneo que satisface la condicion €, no hay mds
de 3 wvalores posibles para los puntajes. Mds atun, estos valores deben ser conse-
cutivos, digamos a=b—1,byc=b+1.

Nos sera conveniente introducir la siguiente notacién:
v Dados a, b,y ¢,cona=b—1y c=>b+ 1, pondremos
A={itgi=a}, B={i:gi=0b}, C={itg=c} (1)

donde por el momento no nos importa que alguno (o varios?) de estos
conjuntos sea vacio.

3Por ejemplo si todos los jugadores tienen el mismo puntaje.



Como el lector puede verificar, la condicion € implica que

& Resultado 2. En un torneo que satisface la condicion €, cada vez que un
jugador de A jugd con uno de C, gano el de A. Es decir no hay “flechas” desde
C hacia A.

Podemos pensar al revés:

& Resultado 3. Si en un torneo de n jugadores podemos encontrar tres nimeros
consecutivosa=b—1,b yc=>b+1 de modo que

1) todo jugador esté en alguno de los conjuntos A, B o C, dados por las
ecuaciones (1) (podria haber alguno/s vacio/s), y

11) cualquier jugador de A le gand a cualquier jugador de C (como en el
Resultado 2),

entonces el torneo satisface la condicion €.
Queda para el lector la demostracion de este resultado:
# Problema 4. Demostrar el Resultado 3.

En lo que sigue, en vez de verificar la condicién ‘€, usaremos el Resultado 3,
que es mas practico y caracteriza a los torneos que satisfacen la condicién ‘€.

Dados a, b y ¢ como antes, y los correspondientes conjuntos A, By C, si
ponemos

ha =#(A),  hpy=#(B),  he=#(C)
la totalidad de puntos (o partidos) en el torneo es

_1
ahg + bhy + chy, = %

=pn (2)
Como hay n jugadores, debe ser
ho +hy+he=n
y dado que a < b < ¢,
an = a(hq + hy + he) < ahg + bhy + che = pn < c(hg + hy + he) = cn
de donde se deduce que
a=b—1<p<b+l=c (3)

Puesto que a, b y ¢ son enteros, pero p puede no serlo, tenemos las siguientes
posibilidades:

a) p € Ny entonces n es impar. Por la ecuacion (3), debe ser b = p.

b) p € Q\N, y entonces n es par. Por la ecuacién (3) hay, a su vez, dos
posibilidades:

)a=b—1<p<hb,
mb<p<b+l=c

Nuestro préximo objetivo es estudiar la condiciéon € en cada uno de estos
casos.



3. La condiciéon € cuando n es impar. Parte I

Ya hemos estudiado un poco la condiciéon €. Es hora de tratar de ir dando
respuesta a las preguntas sobre existencia de torneos que la satisfacen (Proble-
ma 2).

Empecemos considerando el caso de un torneo que satisface la condicion €
con n jugadores, n impar. En este caso podemos escribir n = 2m + 1 y entonces
el promedio es p = (n — 1)/2 = m. Segtin la notacién que hemos introducido
en la seccion anterior, en este caso necesariamente a = m— 1, b=m =py
c=m+1.

Recordando la ecuacion (2) obtenemos

pn = ahg + bhy + che = p(ha + hy + he) + (—ha + he) =pn+ (—he + he)

por lo que h, = he.
Poniendo

a=hg = he (4)
B=hy=n—-2a=2(m—a)+1 (4"
podemos escribir el siguiente resultado:

8 Resultado 4. Si un torneo satisface la condicion € yn =2m+ 1 es impar,
entonces existen tres conjuntos, A, B yC, de cardinales o, 5 y v respectivamente
(podria ser que « fuera 0), tales que todo jugador estd en alguno de los conjuntos,
y los jugadores de A tienen m — 1 puntos, los de B tienen m puntos y los de C
tienen m + 1 puntos.

Naturalmente ahora nos preguntamos:

# Problema 5. ;Para qué valores de n, a y B se puede encontrar un torneo
que satisfaga la condicion €7

O mas sencillamente,
# Problema 6. Dado n impar, ;existe un torneo que satisface la condicion € ?

Empecemos por éste ultimo, que parece mas facil y que por otra parte es
un caso particular del problema de existencia de torneos con la condicién €
(Problema 2) que nos preocupa.

Nuestro objetivo es: dado n impar, n > 2, asignar “flechas” entre los (pares
de) n jugadores, determinando partidos ganados y perdidos, de manera tal que
el torneo que hemos armado satisfaga la condicion €.

Claro que en este caso tenemos libertad de elegir ov. Empecemos eligiendo
a = 0, es decir, todos los jugadores deberan tener el mismo puntaje.

Para “armar” el torneo, ordenemos los n = 2m + 1 jugadores en una ronda,
y hagamos que cada jugador gane a los m que tiene a la izquierda, y consecuen-
temente, pierda con los m que tiene a la derecha.

# Problema 7. Hacer una ronda como la sugerida para n = 5.

# Problema 8. Ver que efectivamente la propuesta es una solucion para el caso
n impar, o = 0, es decir, ver que el torneo resultante satisface la condicion €.
(Sugerencia: usar el Resultado 3).



Para referencia futura, apuntamos el resultado:

& Resultado 5. Sin es impar, podemos “armar” un torneo de modo que todos
los jugadores obtengan el mismo puntaje, (n — 1)/2.

En particular, siempre podemos armar un torneo que satisfaga la condicion €
cuando n es impar.

Nos animamos y probamos otros valores de «, por ejemplo o = 1. En este
caso § = 2m — 1, y los conjuntos A y C deberén tener un solo jugador (cada
uno). Elijamos entonces dos jugadores, x y y, y pongamos desde ya A = {z},
C ={y}, y los restantes (3 jugadores en el conjunto 5.

El jugador y debe tener m + 1 puntos. Como no debe ganarle a = (por el
Resultado 3), no hay otra posibilidad que dividir el conjunto B en dos partes,
digamos By y Bs, con m + 1 y m — 2 jugadores respectivamente, y hacer que y
gane a los jugadores de B; y pierda con los jugadores de Bs. De este modo y
obtiene m + 1 puntos.

Por su parte, hagamos que x gane a y (como debe) y a los m — 2 jugadores
de Bs, y pierda con los jugadores de By. Entonces x tiene efectivamente m — 1
puntos.

Ahora tenemos que arreglar los partidos de los jugadores de B entre si.
Usando el Resultado 5 (con 8 como n), podemos hacer que cada jugador de B
gane exactamente (8 — 1)/2 = m — 1 partidos contra los otros jugadores de B.
El punto que nos falta se consigue porque el jugador en B le gand a x si esta en
By o ay siestd en Bs.

# Problema 9. En la propuesta presentada para o = 1 se mecesita m > 2.
sEn qué partes se usé este hecho?, scomo son los torneos conm =0 om =1
(yn=2m+1)?

# Problema 10. Ver que efectivamente la propuesta es una solucion para el
caso n impar, o = 1.

Antes de seguir incrementando los valores de «, miremos el otro extremo.
Por las ecuaciones (4) y (4'), sabemos que si un torneo de n jugadores satisface
la condiciéon € debe ser # > 1y 0 < a < m. Pero en general, no puede ser
« = m, o equivalentemente 5 = 1, ya que segun el Resultado 2, cada jugador en
A (que tiene m — 1 puntos) le gana (al menos) a los a jugadores en C y entonces
m—12>a.

# Problema 11. En el reciente razonamiento se usé que n > 3, ;por qué?

Maés adelante veremos que en realidad o debe ser bastante mas chico que m,
pero antes miremos un poco al caso n par.

4. La condicién € cuando n es par

Abordamos ahora el problema de existencia de torneos que satisfacen la
condicién € (Problema 2), cuando n es par.

Supongamos entonces que un torneo con n = 2m jugadores satisface la
condicién €. En este caso el promedio es p = (n —1)/2 = m — 1/2 y por la
ecuacion 3 hay dos casos a considerar:



) a=b—1<p<b,
nm b<p<b+l=c

El sub-caso 7): Tenemos

1 1 3
a:p—izm—l, b:p+§:m, c:p+§:m+l

y usando la ecuacién (2),
1 1
pn = ahg + bhy + che = p(hg + hy + he) — 5(*% + hy + 3he) =pn — 5(*% + hy + 3hc)

Entonces
ha = hy + 3he > hy + he y 2hg > hg +hy +he=n

de modo que en este sub-caso h, > n/2 =m > 0.

Veamos que debe ser h, = 0. Supongamos que no, entonces h, > 0 y existe
un jugador j € C. Ahora, de acuerdo con el Resultado 2, cada uno de los
hq jugadores en A le ha ganado a j, por lo que usando que h, > m,

c=gi<(n—1)—h,<2m—-1)—m=m-1<p<c

lo que es un absurdo.

Por lo tanto, h, = 0, y como h, = hy, + 3h. tenemos que h, = hy =n/2 =
m y hay m jugadores con p — 1/2 = m — 1 puntos y m jugadores con
p+ 1/2 = m puntos.

El sub-caso ii): Este caso es similar. Aqui

3 1 1
a:pf§:m72, b:pf§:m71, c:p+§:m

Repitiendo los pasos anteriores:

1
pn = ah, + bhy + ch, = pn — 5(—3ha — hy + he)
hC:3ha+hb Zha+hb

ng:m>0

En este sub-caso debe ser h, = 0, pues de lo contrario existe un jugador
1 € A que, segtn el Resultado 2, ha ganado a cada uno de los h. jugadores
en C, y entonces

a=gi>2he>2m=>p>a
lo que es un absurdo. Concluimos que h, =0y que h, = hy, = n/2 = m.

Juntando los dos sub-casos podemos escribir:



¥ Resultado 6. En un torneo de m jugadores que satisface la condicion €
cuando n = 2m es par, hay m jugadores con m — 1 puntos y m jugadores con
m puntos.

Como en el caso n impar, nos preguntamos
# Problema 12. Dado n par, jexiste un torneo que satisface la condicion €?

En otras palabras, el objetivo es: dado n = 2m par, n > 2, determinar
“flechas” entre los jugadores de modo que m jugadores tengan m — 1 puntos y
los otros m jugadores tengan m puntos, ya que en este caso el torneo resultante
satisface la condicién €, segun el Resultado 3.

Para resolverlo, una posibilidad es usar la idea de la “ronda” que vimos en
la solucién al Problema 6. Separamos a los jugadores en dos conjuntos: M_
y M, de los jugadores que van a tener m — 1 y m puntos, respectivamente.
Colocamos a todos los jugadores en una ronda, poniendo a los jugadores de M _
enfrentados con los jugadores de M. Ahora hacemos que cada jugador (sea de
M_ 0 M) gane a los m — 1 que tiene a la izquierda y pierda con los m — 1 que
tiene a su derecha, y hacemos que cada jugador de M gane ademas al jugador
que tiene en frente, que estd en M _.

En la figura del costado se ilustra el procedimiento para el caso n = 6, donde
hemos puesto a los jugadores de M arriba de la linea de puntos y los de M _

abajo.

# Problema 13. Hacer un asignacion posible (dibujando “flechas”) para el
cason = 8.

g

N/

# Problema 14. Ver que efectivamente la propuesta es una solucion para el
caso n par.

Podemos resumir lo visto en esta seccién enunciando el siguiente:

& Resultado 7. Dado n par, n > 2, siempre existe un torneo que satisface la
condicién €. Los jugadores se dividen en dos grupos de m = n/2 jugadores cada
uno, obteniendo los de un grupo m — 1 puntos y los del otro grupo m puntos
cada uno.

Nos queda todavia estudiar con més detalle el caso n impar, cosa que haremos
en la préxima secciéon.

5. La condiciéon ‘€ cuando n es impar. Parte II

Nuestra preocupacién hasta el momento ha sido caracterizar los n para los
que existe un torneo que satisface la condicién (Problema 2). Ya hemos visto
que esto es posible para todo n > 2, ya sea que es par (Resultado 7), o impar
(Resultado 5).



Sin embargo, vimos (en el Resultado 4) que cuando n es impar aparecen
nameros « y [, asociados a los cardinales de los conjuntos A, B y C, y nos
queda por determinar cudles son los valores posibles para ellos.

En esta seccién caracterizaremos estos a’s y §’s. Recordemos entonces el
Resultado 4, y las notaciones correspondientes:

vV n=2m-+1.

vV A={i:gg=m—-1},B={i:gi=m},C={i:gs=m+1}.
vV a=#((A) =#(C), f=#B)=n—-2a=2(m—a)+ 1.
v« podria ser 0.

v No hay “flechas” que vayan desde C hacia A.

Ya hemos visto, en la Parte I del estudio de la condiciéon € en el caso n
impar, que « puede tomar los valores 0 y 1, pero no m. Ahora veremos que «
debe ser bastante menor que m. Para ello contemos todas las “flechas” que salen
y/o llegan a los conjuntos A, B y C en un torneo que satisface la condicién @:

De un conjunto en si mismo: F4_, 4 = @, Fp .= @, Fe o=
ala—1)
5 .
De un conjunto hacia todos: (cantidad de partidos ganados por los jugado-

res del conjunto)

FA s todos = Zgz = (m - 1)#(-/4> = (m - 1)a

i€ A

F5 s todos = Zgz = m#(B) = mﬁ
i€B

FC—>todos = Zgz = (m+ 1)#(C) = (m + l)Oé
ieC

De un conjunto hacia otros:

ala—1 alf+a—2
FA—)otros:FAﬂtodos_FA—)A:(m_l)a_ ( 9 ): ( 9 )

FB—)otros:FBﬁtodos*FB—)B:mﬁfﬁ(ﬂfl)/2:aﬂ

ala—1) a(f+a+2)

FC—)otros:FC—)todos_FC%C:(m+1)a_ 2 - 9

De C hacia A: (por el Resultado 2) Fe, 4 =0

De A hacia C: (por el Resultado 2) F4_, ¢ = aa = a?

D F 2
e C hacia B: Fo 5= Fe s omos — Fo s 4 = Fo s otros = a(ﬂ%oﬁ)
De A hacia B: F4_,58=F4_, otros—Fa_c = %foﬁ = %



Hacia un conjunto: (partidos perdidos, es decir partidos jugados menos par-
tidos ganados por los jugadores del conjunto)

Ftodos—>.A = (nf 1)a7FA—>t0dos = (nf 1)047 (mf 1)a = (erl)a
Ftodosﬁ[)’ = (TL— 1)ﬂ_FB~>t0dos - (n_l)ﬁ_mﬁ:mﬁ

Fiodos sc = (n—1)a— Fe 5 todos = (n — Da— (m+ a = (m — 1)«

De otros hacia el conjunto:

ala—1) :a(5+a+2)

Fotros%.A = Ftodos—).A _FA%A = (m+ 1)&—

2 2
Fotros—8B = Frodos—B — Fpsp=mpB — w =af
Fotros—¢ = Frodos »c — Fo e = (m—1)a — 0‘(042— ) _ o +2a —2)
De B hacia A: Fg_ 4 = Fotros s A—Fe s 4 = a(B +2a+2) g o8 +2a—|—2)
De B hacia C: Fg_.¢c = Fg_, otros—FB— 4 = aﬁ—a(ﬁ +204+2) _ o(B —2a—2)

Observamos que varias cantidades aparecen repetidas. Esto es debido a la
simetria del problema: si cambiamos el sentido de todas las “flechas” entre ju-
gadores, los jugadores de A pasan a ser los jugadores del “nuevo” C, los de B
quedan en el “nuevo” B, y los de C pasan al “nuevo” A, quedando el “nuevo”
torneo con los mismos valores de n, m, o y . Como las cantidades que en-
contramos son independientes del torneo, y dependen sélo de n, m, a'y 8 (que
podriamos reducir a n y «), aparece la repeticién de resultados. Por ejemplo,
Fasa=Fecc, Fasp=Fs_c, etc.

La simetria también apareci6 al estudiar los sub-casos ) y i) del caso n par,
cuando en un sub-caso miramos a un jugador de C y en otro a un jugador de A.

# Problema 15. Si el tema de la “simetria” es ast, ;por qué F o _c #+ Fo_ 47
) A A
Estudiar un poco mas este tema de la “simetria”, considerando los casos n
par yn impar separadamente. En particular, ver que si el “viejo” torneo satisface
la condicion €, entonces el “nuevo” también la satisface.

También observamos que todas las cantidades que aparecen deben ser no-
negativas, por lo que tenemos que prestar atenciéon a las que tienen signos “—".
La no-negatividad de algunas implica la no negatividad de otras, y podemos
resumir todas en una sola condicién, que complementa a un resultado anterior

(el 4):

& Resultado 8. Si un torneo con n = 2m+1 jugadores satisface la condicion €,
entonces

a+2<p

o0, equivalentemente, 3a+2 <n o a < %m.

10



Veamos ahora que la desigualdad o+ 2 < 3 es también condicién suficiente,
permitiéndonos caracterizar completamente la existencia de torneos que satis-
facen la condicion ‘€:

& Resultado 9. Sin y a son dos numeros dados tales que
a) n es impar yn > 3,
b) 0<ay3a+2<n,

entonces podemos construir un torneo de n jugadores que satisface la condi-
cion €, en el que los conjuntos correspondientes A, B y C tienen cardinales a,
n — 2a y a respectivamente.

Lo que resta de la seccion estara dedicado a la demostracion de este resultado.

Supongamos entonces que n y « estan dados, quem = (n—1)/2y 8 = n—2a,
y separemos los n jugadores en tres conjuntos, A, B y C, de cardinales «a, 8y
« respectivamente. Nuestro objetivo es determinar las “flechas” entre pares de
jugadores de modo que los jugadores de A obtenga m — 1 puntos, los de B
obtengan m puntos, los de C obtengan m+ 1 puntos y no haya “flechas” desde C
hacia A, resultando asi un torneo que satisface la condicién € por el Resultado 3.

Comencemos considerando el caso o impar.

Como f es siempre impar, podemos usar el Resultado 5 para armar mini-
torneos de los jugadores de A entre si, los de B entre si, y los de C entre si. De
esta forma cada jugador de A o C consigue (o — 1)/2 puntos, mientras que los
jugadores de B consiguen (8 — 1)/2 puntos.

Nos falta arreglar las “flechas” entre grupos. Teniendo en cuenta la cantidad
de “flechas” que llegan y/o salen de B y que a y [ son impares, vemos que
podemos dividir al conjunto B en dos: By con (8 4+ « + 2)/2 jugadores, y B_
con (S — a — 2)/2 jugadores. Esto es posible pues las dos cantidades en cues-
ti6n son enteras, no-negativas y suman 3. Ahora queda més claro como seguir
para terminar de armar el torneo: como se esquematiza en la figura al costado,
hacemos que

v los jugadores de C ganen a los jugadores de B, de modo que el puntaje
final de cada jugador de C es

a—1+ﬁ+a+2_n+1_

2 > 5 m+1

v los jugadores de By ganen a los jugadores de A, de modo que el puntaje
final de cada jugador de By es




v los jugadores de B_ ganen a los jugadores de C, de modo que cada jugador
de B_ obtiene m puntos (como el caso anterior), y finalmente

v los jugadores de A ganen a los jugadores de B_ y C, de modo que el
puntaje final de cada jugador de A es

-1 —a—2 200 — —
«@ +ﬂ Q@ +O[:BJroz 3 n-—3

= =m-—1
2 2 2 2

Queda para el lector:
# Problema 16. Verificar que la solucion propuesta es correcta.

# Problema 17. Comparar la soluciéon propuesta para o = 1 con la dada en
la Parte I del caso n impar.

Pasemos al caso a par, siempre con n impar y o+ 2 < . Ya hemos resuelto
el caso a = 0, pues es el caso tratado en el Resultado 5, asi que supongamos
que a > 2.

Hay varias opciones: por ejemplo tratar de reducir este caso a algo que ya
conocemos, o tratar de resolver un caso sencillo como orientaciéon para el caso
general. Para la segunda opcién, observamos que el menor a par para el que
desconocemos el resultado es 2 y como 3 debe ser impar y 8 > « + 2, el menor
n es 9. Dejamos al lector resolver este caso antes de resolver el caso general:

# Problema 18. Encontrar un torneo de n = 9 jugadores que satisfaga la
condicion €, cona =2 y [ =5.

Veamos ahora una posible solucién para el caso general n = 2m + 1 impar,
apar,a>2 f=n—-2aya+2<p.

Como 3 es impar y a es par, si @’ = a + 1 también debe ser o/ +2 < .
Poniendo n’ = 8+ 2a’ = n+ 2, como n’ y o son impares, podemos armar un
torneo como acabamos de hacer obteniendo

v Conjuntos A’, By C’' de cardinales o/, 8 y o, respectivamente.

v Los jugadores de A’ tienen m’ — 1 = m puntos cada uno, los de B tienen
m’ = m + 1 puntos, y los de C’ tienen m’ + 1 = m + 2 puntos.

v Cada jugador de A’ gana (o’ —1)/2 puntos jugando con los otros jugadores
de A, los de B ganan (5 —1)/2 puntos entre si, y los de C’ ganan (a/ —1)/2
entre si.

vV B=BLUB_,donde #(By)=(8+a +2)/2y #(B-)=(—o —2)/2
(que podria ser 0).

v Cada jugador de C’ gana a los jugadores de B, cada jugador de B, gana
a los jugadores de A’, cada jugador de A’ gana a los jugadores de B_ y
de C’, y cada jugador de B_ gana a los jugadores de C’.

Nuestro propésito es eliminar un jugador de A’ y otro de C’ para quedarnos
con el nimero deseado de jugadores y “arreglar” los partidos para que el torneo
con n jugadores resultante satisfaga la condicion ‘€.
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Para esto tomemos un jugador v € A’ y un jugador v € C’. Observemos que
esto siempre es posible porque los cardinales de estos conjuntos son mayores que
0.

Separemos ahora al conjunto A’ en tres partes: el jugador u; el conjunto A’
de los que perdieron con u, de cardinal a/2; y el conjunto A/, de los que ganaron
a u, también de cardinal a/2.

De forma andloga dividimos el conjunto C’, obteniendo los conjuntos C’ de
los que perdieron con v y C/. de los que ganaron a v, #(C") = #(C/,) = a/2.

Observamos que al sacar al jugador u del torneo, (v todavia estd) sucede que

v Los jugadores de A/, pierden un punto, quedando con m — 1 puntos.

v Los jugadores de B, pierden un punto, quedando con m puntos.
Si ahora sacamos también al jugador v del torneo,

v Los jugadores de C', pierden un punto, quedando con m + 1 puntos.
v Los jugadores de B_ pierden un punto, quedando con m puntos.
v Los jugadores de A’ pierden un punto, quedando con m — 1 puntos.

v Los jugadores de A, pierden un punto, quedando con m — 2 puntos.

SiA=A_UA_ yC=C_UC,, vemos que tenemos que modificar los
puntajes de A’ (en un punto hacia arriba) y de C_ (en un punto hacia abajo).
Para hacerlo, consideramos un jugador w en B, (posible porque tiene cardinal
positivo). w perdié con los a/2 jugadores de C’ y gand a los /2 jugadores de

iti dié 1 2 jugad de C" y gané a | 2 jugad d
Al . Si cambiamos el sentido de estas o “flechas”, sucedera que:

v w queda con los mismo puntos.
v Cada jugador de C’ pierde un punto, quedando con m + 1 puntos.

v Cada jugador de A/, gana un punto, quedando con m — 1 puntos.

De esta forma, los conjuntos A, B y C son los deseados, y no habiendo
“flechas” desde C hacia A, el torneo obtenido satisface la condicién €, segin el
Resultado 3.

Seria interesante que el lector comparara esta construccién con la que haya
obtenido para el Problema 18. Por nuestra parte dejamos el tema: ya es hora
de ocuparnos de los “trios atipicos”.

6. Los trios “atipicos”

En esta seccién respondemos la pregunta del Problema 3, determinando
la cantidad de trios “atipicos” en un torneo de n jugadores que satisface la
condicién €.

Recordemos que los jugadores i, j, k forman un trio “atipico” sii — j, j — k
y k — 1. Si esos son los “a-tipicos”, jcudles son los “tipicos”? Peor: ;qué son los
trios?
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Empecemos por el principio: un t¢rio es un subconjunto de 3 jugadores. En
cualquier torneo? de n jugadores la cantidad de trios es

n) _n(n—1)(n-2)

#(Tm/os)z(3 3. 9.1

Al terminar el torneo, aparecen “flechas” entre los jugadores. Para un trio
cualquiera, ahora con “flechas”, hay dos posibilidades:

1. Hay un jugador del cual salen dos “flechas”, o
2. Sale una “flecha” y llega una “flecha” de cada jugador en el trio.

Los primeros forman un trio que podriamos llamar tipico, mientras los se-
gundos son nuestros conocidos trios “atipicos”.

En vez de contar directamente los trios “atipicos”, podriamos calcular el
numero de trios “tipicos”, y después el nimero de trios “atipicos” mediante

#(Atipicos) = #(Trios) — #( Tipicos)

Para calcular la cantidad de trios “tipicos”, observemos que éstos tienen un
jugador distinguido, digamos i, de modo que si j y k son los otros jugadores en
el trio, sucede que i — j y @« — k. La cantidad de trios “tipicos” que tienen a i
como distinguido se obtiene considerando todos los pares de la forma {j, k} tales
que ¢ — j y ¢ — k, donde no interesa el orden de j y k pues no nos importa si
j — k ok — j. Estos pares son los subconjuntos de dos elementos del conjunto
de jugadores que perdieron con i, es decir hay (92) trios que tienen a ¢ como
distinguido.

Nota: Si g; < 2, el jugador ¢ no serd distinguido para ningtn trio atipico. De
cualquier forma ponemos (92"), sobreentendiendo que el combinatorio (2) es 0
para 0 <r < s (r y s enteros, claro). &

Entonces la totalidad de trios “tipicos” es

#(Tipicos) = > (‘;)

%

5

Supongamos ahora que el torneo satisface la condicién €. Como hemos hecho
anteriormente, es conveniente estudiar separadamente los casos n par o impar:

El caso n par: En este caso, segin el Resultado 6, hay m = n/2 jugadores con
m — 1 puntos y m jugadores con m puntos. Entonces

s =3 (5)= 5 (5) 7 2, () =" ) ()5
(m-1(m=2) —mm=1) mim=1)

= = ) = —1)2
m 5 +m 5 5 (m—=24+m)=m(m—1)

Reemplazando n = 2m, la cantidad total de trios es:

#(Trios) = n(n ;12)(7;_ 2) _ 2(2m — 1)3m(m _ 1)'

4 Aunque el torneo no satisfaga la condicién ®.
5 . . . s
°Otra vez, no importa si el torneo satisface o no la condicién €.
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v la cantidad de “trios atipicos” sera
2(2m — 1)m(m — 1)
3
(m+1)m(m—1)
3

—m(m — 1)2 =

#(Atipicos) = #(Trios) — #(Tipicos) =

_ m(m—1) B
= S (dm 2= 3m +3) =

Nota: Recordemos que en el Nacional, n = 10, m = 5 y el ntimero de trios

(s 654 _
atipicos era 3= = 40. &<

El caso n impar: Cuando n = 2m + 1, segtin el Resultado 4, existen tres
conjuntos, A, B y C, de cardinales «, 8 y « respectivamente, tales que
todo jugador estd en alguno de los conjuntos, y los jugadores de A tienen
m — 1 puntos, los de B tienen m puntos, los de C tienen m + 1 puntos (y
no hay “flechas” de C hacia A).

Entonces, la cantidad total de “trios tipicos” es
L, gi gi gi 9i
T = = —
#rm) =3 (5)= ¥ (5)+ X (3)+ 2 ()
[ i:gi=m—1 1:gi=m 1:gi=m-+1

:a(m—l)(m—Z) +Bm(m—1) N (m+1)m

2 2 4T

Sustituyendo n = 2m + 1, la cantidad de “trios atipicos” sera

#(Atipicos) = #(Trios) — #(Tipicos) =

_ (2m+1)m@2m-1) (a (m—1)(m—2)

3 2 +h

m(m — 1) (m+ 1)m
5 +« 5 >

que después de un poco de algebra se simplifica a

#(Atipicos) = (2m + 1)ém +Um _ a

7. Punto final, pero...

Hemos concluido la tarea que teniamos prevista. Antes de despedirnos, es
bueno hacer un resumen de los resultados més importantes que vimos sobre
torneos de n jugadores (aunque en el medio hemos visto otros):

v Dado n > 2, siempre hay un torneo con n jugadores que satisface la
condicién ‘€.

v/ En cualquier torneo que satisface la condiciéon ‘€, no hay méas de 3 valores
posibles (y consecutivos) para los puntajes.

v Cuando n = 2m es par, los jugadores se dividen en dos grupos de m
jugadores cada uno. Uno es el de jugadores con m — 1 puntos y otro el de
los jugadores con m puntos.

v Cuando n = 2m + 1 es impar, las cosas son un poco méas complicadas:
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a) Aparecen dos ntimeros, « y § tales que
1) n =+ 2a, o equivalentemente, § = 2(m — a) + 1.
ma>0ya+2<4.

b) Los jugadores se dividen en tres conjuntos: A = {i : g; = m — 1},
B={i:gi=m}yC={i:g = m-+1}, con cardinales #(A) =
#(C) =ay #(B) = 8.

¢) No hay “flechas” que vayan desde C hacia A.

Dados n, o y 8 como en a.7), siempre existe un torneo que satisface la
condicién € (y b)) con esos valores.

v/ Desde otro punto de vista, cuando n es impar es “facil” armar un torneo
de modo que todos los jugadores obtengan el mismo puntaje, (n — 1)/2.

v/ Cuando n = 2m es par, la cantidad de trios “atipicos” es

(m+ 1)m(m —1)
3

mientras que si n = 2m + 1 es impar, hay que tener en cuenta el valor de
a:
@2m+1)(m+1)m
6

—

Sin embargo, la historia no termina. Podriamos plantear varias preguntas
mas, como por ejemplo:

= Para pensar. Varias de las soluciones para la existencia de torneos fueron
dadas en términos de “rondas”, pero

1. ;Es cierto que en los torneos donde todos los jugadores obtienen el mismo
puntaje (y por lo tanto n es impar) se pueden organizar en una ronda
como en la solucién propuesta al Problema 67

2. Cuando n es par, ses cierto que todos los torneos que satisfacen la condi-
cion € se pueden organizar en una ronda como la propuesta en la solucion
al Problema 127

3. Cuando n es impar, a > 0 y 3a + 2 < n, nuestra solucion no fue dada en
términos de una ronda. ;Cdémo podria plantearse una solucion en términos
de una ronda para o impar?, spara o par?

ww Para pensar. Hemos visto que para cualquier n entero mayor o igual que
2, existe un torneo que satisface la condicion €. Si distinguimos a los jugadores
numerdndolos de 1 a n, jcudntos de estos torneos hay para cada n?, ;como es
la dependencia en « cuando n es impar?

= Para pensar. Si decimos que dos torneos son equivalentes cuando hay una
permutacion de los jugadores que lleva un torneo al otro (conservando “fle-
chas”), ;cudntos torneos hay de n jugadores, que satisfacen la condicidn € y
que NO son “equivalentes” entre si?, ;como es la dependencia en o cuando n
es tmpar?
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1= Para pensar. Si cambiamos la condicion € por: “i — j implica g; > g;—r’
con r entero, squé se puede decir?

El tema que hemos visto es parte de lo que llamamos “combinatoria”, pero
también de la teoria de grafos, evidenciado por las “rondas” y “flechas”. Seria
interesante ver una teoria mas general de torneos bajo la 6ptica de la teoria de
grafos. Pero eso quedard para otras notas.

17



