Maximos y Minimos sin Derivadas
Entrega 1

Introduccion

Es costumbre comenzar el estudio de problemas de optimizacién junto con el estudio de derivadas. Sin
embargo, es posible tratar problemas interesantes de maximos y minimos con métodos mas elementales,
al alcance de los alumnos del ultimo ciclo de la E.G.B. o comienzo del Polimodal. Para quienes seguirin
el Polimodal, estos temas resultan una buena introduccién a los problemas que se resolveran después
con técnicas de derivadas, a la vez que podran comparar las bondades de cada técnica. Para quienes no
seguiran el Polimodal, jpuede ser la tinica oportunidad de ver problemas de este tipo!

Laidea de incorporar estos temas en la ensefianza no es nueva. Entre nosotros por ejemplo, L. A. San-
talo lo ha propuesto en su libro La ensenianza de la matemdtica en la escuela media (Docencia, Buenos
Aires, 1986, pags. 66-69)!.

Algunos problemas tipicos a los que nos referimos son las desigualdades isoperimétricas elementales,
como por ejemplo: “Entre todos los tridngulos de perimetro dado, el equilatero es el que tiene mayor
area”, o “Entre todos los poligonos de n lados inscriptos en una circunferencia, el n-agono regular es el
que tiene mayor area”.

El propésito de estas notas es presentar algunos de estos problemas y algunas técnicas que pueden
emplearse en su resolucion, aprovechando la experiencia obtenida en los cursos de “Maximos y minimos
sin derivadas”, dados en la OMA. A modo de “precalentamiento”, invitamos al lector a resolver los
siguientes problemas usando s6lo argumentos geométricos:

0 Problema 1: Entre todos los tridqngulos rectangulos con hipotenusa dada, ;cuél tiene mayor area? [

0 Problema 2: Entre todos los tridngulos inscriptos en una circunferencia y con base dada, jcudl tiene
mayor area? d

0 Problema 3: Entre todos los tridngulos de base y perimetro dados, jcual tiene mayor &rea? O

0 Problema 4: Entre todos los tridAngulos con dos lados de longitud dada y el tercero de cualquier
longitud, jcual es el de mayor area? O

O Problema 5: Entre todos los tridngulos con base y altura dadas (en particular tienen todos la misma
area), ;cudl es el que tiene menor perimetro? ;Y mayor ? O

La desigualdad entre las medias aritmética y geométrica
Una de las técnicas para determinar maximos y minimos es el uso de desigualdades entre “promedios”.

Dos de los méas elementales son la media aritmética y la media geométrica, que estudiaremos en esta
seccion.

IDesde ya, recomendamos al lector interesado en la ensefianza de matematicas que consulte ese libro: son perlas tras
perlas, exhibidas con la sencillez de quien conoce profundamente el tema.
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Definicion: Si ay,asz,...,a, son nimeros reales, su media aritmética se define por
ar +as + -
m =m(a1,as,...,a) = : =7 E a;,

mientras que si los nimeros son positivos, su media geométrica se define como

k
g:g(a17a27"'7ak): \k/ Qg ap = (H )l/k O

Por ejemplo, la media aritmética entre 1, 2, 3 y 4 es m = 2,5; mientras su media geométrica es
g=2,21336...

O Problema 6: Demostrar que m y g son efectivamente promedios, es decir, min; a; < m(aq,...,ax) <
max; a; y min; a; < g(aq,-..,a;) < max; a;, donde en cualquiera de estas desigualdades vale la igualdad
siysoOlosia; =as=---=ag. O

En el ejemplo anterior, vemos que g < m. Esta desigualdad es siempre valida:

O Resultado 7 (Desigualdad entre las medias aritmética y geométrica): Si ay,as,...,ar Son positivos,
entonces g < m, y puede darse la igualdad g = m si y solo si ay = as = --- = ay,. a

En la préxima seccién daremos una demostracion de esta desigualdad en general, pero es sencilla verla
para el caso n = 2: si a y b son numeros positivos, la desigualdad g < m es equivalente, sucesivamente, a

by 2
(a+ ) >a-b & d®+b>2a & (ash)?

Por supuesto, la iltima es cierta y vale la igualdad si y s6lo si a = b.
La desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, al menos para n = 2 era conocida por los
babilonios, quienes posiblemente usaran argumentos geométricos como el del préoximo problema:

O Problema 8: La desigualdad paran = 2 se puede interpretar geométricamente a partir de la siguiente
figura, donde

la longitud de AB es a, P Q

la longitud de BC es b,

O es el punto medio del segmento AC,

el diametro de la circunferencia es a + b,

el punto P esta en la intersecciéon de una perpen-

dicular al segmento AC por O,

e el punto () estd en la intersecciéon de una perpen- A C
dicular al segmento AC por B. 0 B

Demostrar que la longitud de OP es la media aritmética de a y b, y usando que los tridngulos ABQ
y Q@BC son semejantes, demostrar que la longltud de BQ es la media geométrica. Es claro que la media
geomOtrlca es menor o igual que la media aritmOtica, y vale la igualdad si y sélo si a = b a

A partir del problema anterior, vemos que desde el punto de vista geométrico (para n = 2), la media
aritmética representa el promedio de longitudes, mientras que la media geométrica representa el promedio
de dreas: la media geométrica de a y b es el lado de un cuadrado cuya area tiene igual area a la de un
rectangulo de lados a y b.

La desigualdad es s6lo una reinterpretacién sobre maximos de una parabola, y de ahi su importancia
para la determinacién de maximos y minimos en problemas sencillos:

O Problema 9: Sia > 0, el maximo de la parabola y = z(a <x) se obtiene en = a/2 y toma el valor
a®/4. Sugerencia: Completar cuadrados como en la demostracion de la desigualdad para n = 2. O

Apliquemos la desigualdad al problema: “Entre todos los tridngulos de perimetro dado, el equilatero
es el de mayor area”.

Supongamos que (las longitudes de) los lados son a, b y ¢. El perimetro es p = a + b + ¢, cuyo valor
es comun (constante) para todos los tridngulos considerados.
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Necesitamos ahora una férmula para el area del tridngulo en términos de los lados, y recordamos
entonces la formula de Herén de Alejandria: el area A de un tridngulo puede escribirse como

A= \/s(s <a)(s ©b)(s oc),

donde s es el semiperimetro, s = p/2, que es también constante para los triAngulos considerados.

Maximizar A es lo mismo que maximizar A? (pues A > 0), y a su vez maximizar s(s<a)(s <b)(s<c)
es lo mismo que maximizar (s <a)(s <b)(s &c¢), ya que s > 0 es constante en nuestro caso. Entonces
queremos maximizar el producto de los tres ntimeros (s <a) (s <b) (s ©c).

Podriamos usar ahora la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica para los nimeros s <ua,
s<by s <, si supiéramos que todos ellos son positivos.

Sabemos que por ser un tridngulo, la desigualdad triangular (valga la redundancia) dice que, por
ejemplo, a < b+ ¢. Sumando a a ambos miembros y dividiendo por 2 obtenemos a < (a + b+ ¢)/2 = s,
por lo que s <a > 0, como queriamos. El mismo razonamiento (permutando adecuadamente a, by c)
sirve para ver que los nimeros s <b y s <c¢ son también positivos.

Entonces podemos aplicar la desigualdad entre las medias. La media aritmética es

(soa)+(seb) +(soc) 3525 s

m =

3 T3 3
y como m > g, debe ser m>® > g3, es decir
3
m® = (g) > g% = (s ©a)(s ©b)(s 0), (1)

donde vale la igualdad si y s6lo si s &a = s &b =s<c, es decir si y sélosi a =b=c¢, oseasiy solo si
el tridngulo es equilétero.

Multiplicando la desigualdad (1) por s obtenemos s*/3% < s(s <a)(s ©b)(s <c) = A2, por lo que
(siendo todos los niimeros que aparecen positivos), A < s2/(3v/3), con igualdad si y sélo si el triangulo
es equildtero. En otras palabras, todas las areas son menores que el miembro derecho (que es el mismo
para todos los tridangulos considerados) excepto para el caso del equilatero para el que vale la igualdad.

O Problema 10: Demostrar la formula de Heron. O

O Problema 11: Entre todos los (cuadrilateros) rectangulos de area dada, el cuadrado es el que tiene
menor perimetro. 0

O Problema 12: Extender la formula de Herén para el caso de un cuadrilatero de lados a, b, ¢ y d,
obteniendo que el area A satisface

A2 = (s ©a)(s ©b)(s c)(s <d) mbcdw,

donde 6 y A son dos dngulos internos opuestos (cualesquiera puesto que la suma de los dngulos interiores
en un cuadrilatero es 360°), y s es el semiperimetro. Sugerencia: La trigonometria puede simplificar la
vida. 0

0 Problema 13: Entre todos los cuadrilateros de area dada, el cuadrado es el de menor perimetro. [

Los siguientes problemas estan tomados de I. NIVEN, Mazima and Minima without Calculus (Mat-
hematical Association of America, 1981), pag. 54:

0 Problema 14: Consideremos el cuadrilatero ()1 que tiene drea maxima entre los que tienen lados de
longitudes 8, 9, 12, 19 (en ese orden) y el cuadrilatero Q2 que tiene drea méaxima entre los que tienen
lados de longitudes 8, 9, 19 y 12 (en ese orden).
a) Calcular las areas de )1 y Q2 (es la misma).
b) Tanto ()1 como Q- pueden inscribirse (respectivamente) en una circunferencia, jcual de éstas tiene
mayor radio? g
O Problema 15: Entre los cuadrilateros con perimetro y la longitud de un lado especificados, ;cuél
tiene mayor area? Construirlo para el caso perimetro 17cm y “lado fijo” 5cm. g

0 Problema 16: Encontrar la mayor de las areas de los cuadrilateros que tienen lados de longitudes
1,4,7y8. O
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0 Problema 17: Un granjero tiene 200 metros de alambrado para cercar una regién rectangular a lo
largo de la costa de un rio (costa que podemos suponer recta), poniendo el alambrado sobre los tres lados
del rectangulo que no estén sobre la costa. ;jCudles seran las dimensiones del rectangulo de drea maxima
que puede cercar? ;Y sien vez de un rectdngulo fuera un cuadrilatero cualquiera (con uno de los lados
sobre la costa y usando el alambrado sobre los tres restantes)? g

Demostracion de la desigualdad entre las medias aritmética y geo-
métrica

Hay muchas demostraciones de esta desigualdad. Tal vez la méas conocida es la dada por Cauchy (en
1821). También es posible que esta desigualdad compita con el teorema de Pitdgoras en cuanto a cantidad
de distintas demostraciones. Por ejemplo hay una buena variedad en el libro de E. F. BECKENBACH
y R. BELLMAN, An Introduction to Inequalities (Mathematical Association of America, 1961, cap. 1).
La que vamos a dar esta en los libros de N. D. KAZARINOFF, Geometric Inequalities (Mathematical
Association of America, 1975, cap. 1) y I. NIVEN, Mazima and Minima without Calculus (Mathematical
Association of America, 1981, cap. 2).

0 Teorema 18: Sean n nimeros positivos ay, as, ..., a,, y seanm y g las medias aritmética y geométrica
respectivamente,
ar+ax+---+an

n
m = - Y g= /G102 -Qp.

Entonces m > g, con igualdad si y sélo siay = as = -+ = ay. a

Demostracion: Si a; = ay = --- = ay,, estd claro que m = g, por lo que podemos suponer que no todos
los a’s son iguales y demostraremos que entonces m > g (estrictamente).

Si el promedio aritmético de los a’s es m, y no todos los a’s son iguales, habra uno menor, llamémosle
u, y uno mayor, llamémosle v. Necesariamente debe ser u < v pues no todos los a’s son iguales.

Pero también m < v, puesto que si por ejemplo v < m, entonces como u < v,

nm=a+a+--+a, <u+mehv<v+ (neSlv<nm

y esto no puede ser. Analogamente, vemos que u < m.

Sustituimos ahora los niimeros u y v por otros niumeros u’ y v’ de modo de no cambiar la media
aritmética: para esto ponemos u' = m, v’ = u+v<m. Obviamente, la suma (y por lo tanto el promedio
aritmético) después de la sustitucion no ha variado. Ademas u' y v' son nimeros positivos pues m > 0
yvem >0 (yaquev >m). Méas atn, v ©u=m&u >0y v <u=v<m > 0, por lo que

0 < (u' eu)(v su) =u'v' + vu su' su'u =
=u'v' Suv +u su) =u'v' Su(u+vem+meu) =u'v Su.

Entonces uv < u'v’, y el producto de los a’s después de cambiar v y v por ' y v’ ha aumentado
estrictamente.

Pero ahora al menos uno de los nuevos ntimeros es m. Después de a lo sumo n <1 pasos de este
estilo, todos los nimeros serén iguales a m y hemos ido aumentando (estrictamente) el producto y por
lo tanto la media geométrica cada vez. Como al final tenemos g = m pues todos los nimeros son iguales
(a m), inicialmente debe ser g < m. O

Tlustremos el “algoritmo” de la demostracion con un ejemplo. Consideremos los nimeros 3, 5, 7, 9 y
16. La media aritmética es 40/5 = 8. Los cambios sucesivos en el producto son:

3:5-7-9-16<8-5-7-9-11<8-8-7-9-8<8-8-8-8-8.

Punto (y) aparte

Dentro de la pagina de la OMA en internet (http://www.oma.org.ar), habra un espacio reservado
para estas notas. En ellas apareceran las notas anteriores (hasta el momento sobre la parébola, torneos
y ésta), y algunas soluciones propuestas. Sugerencias, quejas y afines pueden enviarse mediante correo
electronico a “‘invydoc@oma.org.ar’’.

iEsperamos comentarios! Hasta la proxima.



