Apuntes sobre la Pardbola:

Su medicion seqiun Arquimedes y otras propiedades

Introducciéon

Muchas veces habran oido que Arquimedes fue el precursor del calculo matematico, afirmaciéon basada
en que, hacia el afo 240 A.C., obtuvo la medicién de cualquier segmento parabolico.

Aunque este resultado marca un hito fundamental en el desarrollo de las matemaéticas, la afirmacion
de que Arquimedes fue “el inventor” del calculo es un tanto temeraria. Segin él mismo, este desarrollo
suyo se apoya en lo hecho por “los antiguos griegos”, refiriéndose muy posiblemente a los desarrollos que
condujeron a los libros de Euclides, alrededor de 200 afios A.C.. Recordemos, por ejemplo, que en estos
libros se presenta el método de exhaucién para la mediciéon del circulo. Por supuesto, Arquimedes vivia
en Sicilia, Italia, lugar en donde la cultura griega era bien conocidal.

., Como hizo Arquimedes para medir el segmento parabolico, si no disponia de coordenadas cartesianas,
y por lo tanto tampoco de funciones “para integrar”?. La respuesta es que él tenia un conocimiento
profundo de las propiedades de la parabola y, claro, una inteligencia superior.

En estas notas nos proponemos estudiar algunas de las propiedades de la parabola, a partir de su
definicion, y llegar a la reconstrucciéon de la medicion de un segmento parabolico segun Arquimedes.
Usaremos las herramientas de las que disponia Arquimedes, es decir no usaremos construcciones basadas
en geometria analitica o integrales, sino que usaremos esencialmente la regla y el compés. Terminaremos
con otros resultados interesantes, algunos muy sencillos, otros no tanto, y comparando con las herra-
mientas mas “nuevas’ como geometria analitica y calculo. En el transcurso iremos dejando preguntas y
problemas para el lector inquieto, pero (jatencién remolones!) no son decisivos para la obtencion de los
resultados principales.

Una manera muy interesante de trabajar con este material es usar software como Cabri Géomeé-
tre, ya que permite mover los “objetos basicos” destacando las propiedades subyacentes en las figuras
geomeétricas. No obstante, las figuras que aqui presentamos estan hechas con el software Mathematica®.

Pero empecemos por el principio .. .

1. La definicién clasica de la parabola y su construccion

Una parabola es un objeto geométrico en el plano, definido a partir de un punto llamado foco, al que
en este articulo normalmente indicaremos por F', y una recta llamada directriz, a la que indicaremos como
d. Para definirla necesitamos las nociones de distancia entre dos puntos (en realidad poder comparar la
distancia entre pares de puntos), y la distancia de un punto a una recta. Recordemos que la distancia de

IEn realidad, fue un soldado romano quien asesiné a Arquimedes cuando los romanos, luego de un largo sitio, tomaron
Siracusa. Por otra parte, es posible que Arquimedes hubiera sido discipulo directo de Euclides.

2El autor agradece a la Olimpiada Mateméatica Argentina el apoyo brindado, y en particular el uso de las facilidades de
computacion para el desarrollo de este articulo.
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un punto a una recta es la menor distancia del punto a cualquier punto de la recta, y se obtiene tomando
la proyeccién perpendicular del punto sobre la recta.

Ahora si: dados el foco F' y la directriz d, F' ¢ d, la parédbola
asociada es el lugar geométrico de todos los puntos que estan
a igual distancia de F'y d.

En la Figura 1 vemos el grafico de una parabola con foco F'y
directriz d, que de aqui en més indicaremos como (F,d). Vemos
en esa figura a un punto P sobre la pardbola y su proyeccion
perpendicular, P, sobre d. Hemos sombreado con gris oscuro
la region que llamaremos “interior” de la parébola, compuesta

por los puntos que estdn mas cerca de F' que de d, y con gris P
claro su parte “exterior”, o sea, los puntos que estan mas cerca
de d que de F. P!

También hemos senialado en la Figura 1 el eje de la parabola,
e, que es la recta por F' y perpendicular a d, y que constituye
un eje de simetria.

Figura 1

Una forma de construir un punto sobre la pardbola es con-
siderar que el punto a dibujar se encuentra a una distancia r
de F'y d. Entonces estd en una circunferencia de centro F'y
radio r, y en una recta paralela a d a distancia r, por lo tanto r
en la interseccion de esa circunferencia y recta. Necesitaremos
que r no sea menor que la mitad de la distancia entre F' y d PvQ r
para que esa intersecciéon exista, y habra en general dos puntos d
en la interseccion, senalados por P y @) en la Figura 2.

Figura 2

2. Tangentes a la parabola y otra construccién posible

Podemos hacer una construccién un tanto distinta: si P
es un punto sobre la parabola (F,d) y P’ es su proyeccion
perpendicular sobre d, entonces la mediatriz del segmento FP’
pasa por P, pues la mediatriz es el conjunto de puntos que
estan a igual distancia de F' y de P’. Pensandolo al revés,
podemos asignar a cada punto P’ sobre d un punto P sobre la F
pardbola tomando la intersecciéon de la perpendicular a d por Qe
P' y la mediatriz m del segmento FP’' como se indica en la
Figura 3. d

A partir de este grafico parece que la mediatriz m es tan- P’
gente a la parabola por P. Claro que para ver esto formalmente
deberfamos tener una definicién de tangente a una curva. Figura 3

Aunque no es adecuada para cualquier curva, aci nos bastara con tener la idea intuitiva de tangente
a una curva como “la recta que interseca la curva y la deja a un lado”. Esta condicién es satisfecha por m
porque 1) P € m y 2) m divide al plano en dos semiplanos, uno de los cuales contiene a todos los puntos
que estan mas cerca de P’ que de F' (como el punto @ en la Figura 3), y entonces todos estos puntos
estan en el exterior de la parabola, pues la distancia de estos puntos a F' es mayor que la distancia a
P’ que es a su vez mayor o igual que la distancia a d, por lo que ciertamente m “deja a la curva a un
lado”. Méas concretamente, podriamos decir que el interior de la parabola estd completamente contenido
en uno de los semiplanos determinados por m, y que salvo el mismo punto de tangencia, la tangente estd
completamente contenida en el exterior de la pardbola.
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O Problema 2.1: Otra forma de definir la tangente a una
curva es como “la recta que interseca la curva en un solo punto”.
Ver que P es el unico punto de m que estd en la pardbola. O

Miremos ahora a la Figura 4, donde hemos denotado por M
al punto medio del segmento F'P’' y por F' a la proyeccién de F
F sobre d. Por ser M el punto donde la mediatriz m corta al
segmento, el Angulo PM F es recto. Claro que M pertenece a la

recta r paralela a d que pasa por el punto medio del segmento d F’A_4\
FF'. El siguiente problema es una expresion de esta idea. A

/
veces, en vez de trazar las rectas, se ponen hilos, (tal vez de m P
distintos colores) con chinches, dando por resultado dibujos .
atractivos. Figura 4

0 Problema 2.2: En una mesa se pone un tarugo y se fija una regla bien larga. Se apoya un cateto de
una escuadra sobre el tarugo y el vértice recto sobre la regla. Se trazan las rectas dadas por el otro cateto
de la escuadra para varias posiciones de la escuadra, resultando una serie de rectas envolventes a una
curva. ;Cudl es esa curva?. (Una envolvente de una familia de rectas es un objeto tal que todo punto de
ese objeto pertenece a alguna de las rectas de la familia, y esa recta a la que pertenece es precisamente
la tangente al objeto por el punto). O

3. Propiedades de la tangente y la normal

En la Figura 5 agregamos el segmento FP. Vemos que
hay varios angulos iguales. En efecto, agregando los puntos
Q y T para destacar los angulos, vemos que FPM = P'PM,
pues P esté sobre la mediatriz m del segmento F'P’. También
P'PM = T'PQ, pues son éngulos opuestos por el vértice, por
lo que FPM = TPQ. Esto nos da la propiedad de reflexion de
la parabola: si arrojamos una pelota (o un rayo de luz) desde F’
hacia P, la pelota (o rayo) rebotara como si la parabola fuera
la tangente m, y se dirigira hacia @, es decir, paralela al eje de
la parabola. También podemos pensar al revés: si un rayo de
luz o pelota viene paralelamente al eje de la pardbola por su
interior, entonces rebotaré en direccién al foco. Como sabemos,
esta propiedad de reflexion es usada para la construccién de Figura 5
linternas y antenas satelitales.

0 Problema 3.1: ;Qué pasa si el rayo o pelota viene en direccion paralela al eje de la pardbola pero
desde el exterior?. ;Y si viene desde el exterior hacia el foco? O

0 Problema 3.2: Los espejos de las linternas tienen la forma de una pardbola rotadas sobre su eje y
luego truncada. Cuando proyectamos el haz de luz sobre una pared, vemos que se “concentra” si nos
acercamos o la pared y se “difunde” si nos alejamos. ;Cdomo puede ser, si los rayos deben reflejarse
paralelamente al eje de la pardbola, y por lo tanto el haz de luz deberia ser un “cilindro™? a

La recta normal en el punto P de la parabola, denotada por d n m
n en la Figura 6, es la recta por P perpendicular a la tangente
a la parabola por P.

En esa figura también hemos agregado otros elementos: el
punto S, interseccién de n con el eje e; el punto T, proyec-
cion perpendicular de P sobre e; el punto @, intersecciéon de la
tangente m y e; asi como el punto F’, proyecciéon de F sobre

P/

d.

Vemos que PS es paralelo a P'F (ambos son perpendicula- Q B T S\
res a m), P'P es paralelo a F'S (ambos son perpendiculares a
d), y PT es paralelo a P'F' (ambos son perpendiculares a e),
de lo que podemos obtener varios resultados: Figura 6
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0 Resultado 3.3: Con las notaciones anteriores, la longitud de ST es la “distancia caracteristica” de

la pardbola, es decir, la longitud del segmento F'F'. a
Demostracion: Basta observar que los tridngulos AP'F'F y APTS son iguales. |
0O Resultado 3.4: Con las notaciones anteriores, el punto medio de QS es F. g

Demostracion: M es el punto medio del segmento PQ, pues es punto medio de FP’ (m es su mediatriz),
y siendo P'P paralelo a QF, los tridngulos AP'PM y AFQM son iguales (por una reflexion respecto
de M). Entonces MF es base media del triangulo APQS, pues es paralelo a PS, lo que implica el
resultado. |

0 Problema 3.5: Demostrar que el cuadrildtero QFPP' es un paralelogramo. En particular, P'Q y
PF tienen la misma longitud. O

4. Tangente desde un punto exterior

Repasemos: dado un punto P sobre la pardbola (F,d), podemos trazar la tangente tomando la
mediatriz m del segmento FP' donde P’ es la proyeccion perpendicular de P sobre d.

Nos preguntamos ahora como trazar una tangente a la parabola que pase por cualquier punto dado
que no esté sobre la parabola. Es claro que el punto dado debe estar en el exterior, pues la tangente
nunca tiene puntos interiores.

Supongamos que S es el punto dado, y que ya hemos construido una recta tangente ¢ que toca a la
parabola en el punto P que tiene proyeccion P’ sobre d, como en la Figura 7 a).

Entonces, dado que S est4 en la mediatriz de FP’, los segmentos SF y SP’ tienen igual longitud, o en
otras palabras, P’ esta en una circunferencia de centro S que pasa por F. En realidad, esta circunferencia
corta a la recta d en dos puntos, llamados A’ y B’ en la Figura 7 b). A partir de estos puntos sobre d es
posible construir los puntos A y B sobre la parabola, como en la construcciéon de la Figura 2. Es decir,
cualquier punto exterior a la parabola pertenece exactamente a dos tangentes.

\VaRe: "y P

Figura 7 a Figura 7 b

En realidad, también hemos demostrado:

OResultado 4.1: Si A y B son dos puntos de la pardbola, cuyas proyecciones sobre d son A’ y B’
(respectivamente) y las tangentes por A y B se cortan en S, entonces S es el circuncentro del tridngulo
NA'B'F. O

O Problema 4.2: Sabemos que la interseccion de una circunferencia y una recta es o bien dos puntos,
0 uno, o ninguno. ;Por qué afirmamos que si el punto S es exterior a la pardbola, la circunferencia
de centro S que pasa por F corta a d en dos puntos?. ;Cudles son los puntos S para los cuales esa
circunferencia corta a d en exactamente un punto?. ;Y en ninguno? g

0 Problema 4.3: Encontrar el lugar geométrico de los puntos S desde los cuales se ve la pardbola a
90°.

Sugerencia: Si S es interseccion de las mediatrices de A'F' y B'F, el angulo en S formado por las
mediatrices es igual al angulo A’FB’. Ademas, un tridngulo AA'F'B’ es rectdngulo en F si y sélo si
A'B’ es diametro de la circunferencia circunscripta. Recordar que para demostrar que un objeto es un
lugar geométrico de puntos, hay que demostrar dos inclusiones). O
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5. Tangente paralela a una recta dada

Acabamos de ver cémo encontrar una recta (la tangente) dado un punto sobre ella, encontrando la
pendiente de esa recta (en el caso anterior habia dos posibilidades).

Otra posibilidad es dar la pendiente y encontrar el punto: dada una recta [ (que no tiene porqué
cortar a la pardbola), encontrar una recta ¢t paralela a [ y tangente a la parabola (F,d).

Supongamos que ya hemos encontrado ¢ y el punto de tangencia T € t, que tiene proyecciéon T’ sobre
d, como en la Figura 8 a). Sabemos que t es la mediatriz del segmento FT’ y por lo tanto la recta I ha
de ser perpendicular a este segmento, en otras palabras, dados (F,d) y I podemos encontrar 7" como la
interseccion de la perpendicular a I que pasa por F. Como ya hemos visto, ahora podemos construir la
mediatriz t y después T'.

O Problema 5.1: ;Qué pasa si la rectal es perpendicular a d? a

Si indicamos con A y B los puntos de interseccion de la recta I con la parabola, y con A’ y B’ las
correspondientes proyecciones sobre d, como en la Figura 8 b), mirando con atencién observamos que el
punto T’ parece ser justamente el punto medio de A'B’.

| ’
7
AN
T’\ d A T’ B

Figura 8 a Figura 8 b

Que esto es asi siempre es nuestro proximo resultado:

O Resultado 5.2: Con las notaciones anteriores, el punto T' es el punto medio del segmento A’B'. O

Demostracion: Si trazamos dos circunferencias con centros A y B (respectivamente), que pasan por F,
ellas son tangentes a d. Si R es la otra interseccion de estas circunferencias (una es F'), la potencia del
punto T’ respecto a la circunferencia con centro en A (ver por ejemplo Santald [2]), es el producto de
las longitudes de los segmentos 7'F y T'R e igual al cuadrado de la longitud del segmento 7' A’. Como
esa potencia es igual a la potencia de T' respecto a la circunferencia con centro en B, obtenemos que los
segmentos 1’ A’ y T'B' tienen igual longitud. |

De aqui parece natural plantearse el siguiente:

O Problema 5.3: Encontrar, con regla y compds, la interseccion de una recta | con la pardbola (F,d).
(O sea dados los grdficos de las rectas | y d y el punto F', encontrar los puntos A y B de la Figura 8 b)).
Sugerencia: Encontrar el punto T”, el punto R simétrico de F respecto a I que es el otro punto de
interseccién de las circunferencias de la Figura 8 b), y la media geométrica de los segmentos T'F y T'R
para determinar A’ y B'. O

6. El Tridngulo de Arquimedes

Consideremos ahora los puntos A y B sobre la parabola, que determinan la recta [. En este caso las
tangentes respectivas, que son las mediatrices de los segmentos determinados por F' y las proyecciones
correspondientes A’ y B’ se cortan en un punto S. El tridngulo AABS, que mostramos sombreado con
gris en la Figura 9, es particularmente interesante, y muchas veces se lo llama tridngulo de Arquimedes.

Sabemos construir un punto 7" sobre la parabola tal que la tangente correspondiente es paralela a I:
T' es la interseccion de la perpendicular r a [ por F, y la perpendicular a d por T, que ya sabemos es la
mediatriz de A’B’, contiene al punto 7. También ya sabemos que S estd en la mediatriz del segmento
A'B’. Mas aun: si M es el punto medio de AB, entonces por ser AA’, BB' y TT' paralelos, M también
estara en esta mediatriz. Resumimos estos resultados:
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O Resultado 6.1: Con las notaciones anteriores, los puntos M, S, T y T’ estin en la mediatriz de

A'B'. a
r
B
P\ M l
A
T
d S
A’ T’ B’ P’
Figura 9 Figura 10

En la Figura 9, podemos ver que T es aproximadamente el punto medio de SM. El proximo resultado
dice que esto es siempre asi:

O Resultado 6.2: Con las notaciones anteriores, T es el punto medio del segmento SM . g

Demostracion: Nos valemos de la Figura 10. Alli hemos construido el punto P, interseccion de las
tangentes por A y por T (a la que llamamos ¢). También hemos construido el punto P’, pie de la
perpendicular a d por P. Como sabemos, t es paralela a I, y P’ es el punto medio del segmento A'T".
Mas atin, como los segmentos AA’, ST’ y PP’ son paralelos, por Tales sabemos que P es el punto medio
del segmento AS (atin en el caso extremo en que S = T". Otra vez por Tales, ahora mirando al tridngulo
AASM, podemos ver que T es el punto medio del segmento SM. O

También en el transcurso de la demostraciéon hemos visto:

UResultado 6.3: Con las notaciones anteriores el punto P, interseccion de las tangentes por A y por
T, es punto medio del segmento AS. g

Puesto que hay tantos puntos medios dando vueltas, podemos relacionar las areas de varios de los
tridngulos que aparecen, en particular nos interesa:

O Resultado 6.4: Con las mismas notaciones, si P y () son las intersecciones de la tangente por T con
las tangentes por A y B respectivamente, entonces

a) drea(AABT) = % area(AABS).
1 1
b) drea(AAPT) + érea(ABQT) = 3 drea(AABT) = 1 drea(AABS). 0

Demostracion: Tlustramos con la Figura 11. Siendo PQ paralelo a AB, y P el punto medio de AS,
todo triangulo con “base” AB y tercer vértice en P(Q tiene area igual a la mitad del area de AABS, en
particular vale a).
Para b), observamos que
i) érea(AABT) = drea(AAMT) + drea(ABMT).
i) AT es mediana de AASM, de modo que

area(AAMT) = drea(AAST) = % area(AARS).
iii) PT es mediana de AAST, de modo que
area(AAPT) = % area(AAST).

iv) De i) y iii) obtenemos

area(AAPT) = i area(AAMS).

Figura 11

1
v) Analogamente, area(ABQT) = 1 area(ABMS).
vi) De i), ) y v) obtenemos b). a



7. La medicion del segmento parabdlico segin Arquimedes Pag. 7

7. La mediciéon del segmento parabdlico segiin Arquimedes

Siguiendo con las mismas notaciones, dados los puntos A y
B en la parabola (F,d), el segmento parabélico entre A y B es
el conjunto de puntos en el interior de la pardbola limitados por
el segmento AB, como se indica con gris oscuro en la Figura 12.
En esa misma figura, hemos marcado con gris claro el tridAngulo
de Arquimedes AABS, al que ya conocemos.

El resultado de Arquimedes es:

O Resultado 7.1 (Teorema de Arquimedes): El drea del
segmento parabolico entre A y B es exactamente las dos terce-
ras partes el drea del triangulo ANABS. O

La idea de la demostracion es aproximar lo mejor posible )
el area del segmento parabélico por tridngulos que lo vayan Figura 12
encerrando. Por ejemplo, el lector podré ver el siguiente

0 Problema 7.2: Demostrar que, con las notaciones de la Figura 11, el tridngulo AABS es el tridangulo
de menor drea que tiene base AB y contiene al segmento parabdlico entre A y B. De modo similar, el
trigngulo AABT es el que tiene mayor drea entre los tridngulos con base AB que estdn contenidos en el
segmento parabdlico entre A y B. a

Demostracion del Teorema de Arquimedes (7.1): Nos ayuda-
mos con la Figura 13, donde esta vez no incluimos la pardbola
para poder distinguir los puntos en la figura.

Si s es el area del segmento parabdlico, por inclusiones es
claro que

area(AABT) < s <2 drea(AABT)

Si quitamos el tridngulo AABT del segmento parabolico,
nos quedan dos nuevos segmentos parabolicos: entre A y T,
y entre T y B, y repetimos el argumento con estos nuevos
segmentos parabolicos.

Para ello anadimos los puntos U y V', que son los puntos de
la parabola para los que las tangentes son paralelas, respecti- Figura 13
vamente, a los segmentos AT y BT. Obtenemos

area(AABT) + area(AAUT) + drea(ABVT) < s < drea(AABT') + drea(AAPT) + drea(AQBT)

expresion que podemos simplificar, usando el resultado anterior, puesto que

1 1
drea(AAUT) + area(ABVT) = 3 (drea(AAPT) + area(AQBT)) = 1 area(AABT)

1
drea(AAPT) + drea(AQBT) = 3 area(AABT)
Entonces
(1+ i) drea(AABT) < s < (1+ %) area(AABT)

Continuando con este proceso n veces, llegaremos a algo como

1 1., 1 1.,
(1+Z+---+4—n) area(AABT)§s§(1+§+---+4n—_1+2—n) area(AABT)
Ahora
1
1 T 4 1
1+~ — = =~ (1-—
+4+ +4n 1 3 ( 4n+1>
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1+1+ +1+1—1++ +1+1—41 1 +1
2 - 3 4n+1 4n

Es claro que a medida que n crece, el area buscada s queda determinada por el valor

s = % area(AABT) = % area(AABS) m|

8. Otras propiedades del triAngulo de Arquimedes

Siguiendo con las notaciones anteriores, el tridngulo de Ar-
quimedes, AABS en la Figura 14, tiene otras propiedades in-
teresantes. Por ejemplo, los 4ngulos FFAS y F'SB coinciden. F

Veamos esto: por ser la recta por A y S mediatriz de F'A’, \4
el complementario de FFAS es AFA" = AA'F. Por otra parte,
como AA’' es perpendicular a d, también F'A' B’ es complemen-
tario de AA'F, y por lo tanto FAS = FA'B’ pues tienen igual
complemento.

Ya sabemos que S es el circuncentro de AA'B'F, por lo g
que de la relacion édngulo inscripto y central, FSB' =2 FA'B'.
Siendo la recta por S y B mediatriz de F'B’, resulta FSB =
BSB' = FA'B', por lo que FAS = FA'B' = FSB. d A >QB/

U Problema 8.1: Ver que los tridngulos AFAS y AFSB de
la Figura 14 son semejantes. En particular, F'S biseca al dn-
gulo AFB. O

Figura 1

Claro que si C' es otro punto de la parédbola y T es el punto
de interseccion de las tangentes por A y C, tendremos F AT =
FTC (ver Figura 15). Si ahora R es el punto de interseccion
de las tangentes por B y C, tendremos

FSR=FSB=FAS = FAT = FTC = FTR

Entonces, el cuadrilatero F'STR se puede inscribir en una
circunferencia, como se indica en la figura, es decir obtenemos:

O Resultado 8.2: La circunferencia circunscripta ol tridngu-
lo ASTR, formado por la interseccion de tres tangentes a la
pardbola, contiene al foco de la pardbola. g Figura 15

9. Mas sobre rectas secantes a la parabola

Ya hemos visto cémo construir una tangente con pendiente dada, y hemos visto que la normal y la
perpendicular al eje determinan sobre el eje la “distancia caracteristica”. Tomemos ahora dos puntos
sobre la parabola, la recta que pasa por ellos y la mediatriz del segmento que los une. Pensando que
cuando ambos puntos coinciden la recta se convierte en tangente y la mediatriz en normal, es natural el
siguiente resultado:
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0 Resultado 9.1: Sean A y B dos puntos sobre la pardbola,
m y M respectivamente mediatriz y punto medio de AB. Sea
S la interseccion de m con el eje e, y sea T la proyeccion de
M sobre e. Entonces la distancia entre S y T es la distancia d
caracteristica de la pardbola. a

Demostracion: Ilustramos con la Figura 16. Sea P el punto de
la parabola cuya tangente es paralela a AB, R la interseccién de
la normal por P con e, (Q la proyeccion de P sobre e. Entonces,
como sabemos, QR = FF' = “distancia caracteristica”. El
triangulo AMTS es igual a APQR, pues P y M estan sobre
una paralela a e, y PR es paralelo a M S (son perpendiculares F'
a la recta por A y By a la tangente por P). Por lo tanto, los F |T R S
segmentos T'S, QR y FF' tienen igual longitud. a B

Ya sabemos que si dos rectas secantes son paralelas, los
puntos medios de las cuerdas estan sobre una misma perpen-
dicular a la directriz. El resultado anterior nos dice qué pasa
cuando los puntos medios de las cuerdas estan sobre una misma
perpendicular al eje:

Figura 16

0 Resultado 9.2: Sean A, B, C y D cuatro puntos sobre la pardbola, m y n mediatrices de AB y CD,
M y N sus puntos medios, respectivamente. Si M y N estin sobre una misma perpendicular al eje e,
entonces m y n cortan a e en un mismo punto (ver Figura 17). g

Demostracion: Es inmediata a partir del resultado anterior. O J A

El lector podré preguntarse cémo hacer para dibujar la Fi-
gura 17. La respuesta estd en el proximo problema y en que, D
por un problema anterior, ya sabemos construir la interseccién
de una recta y una paréabola.

n
O Problema 9.3: Sean A y B dos puntos sobre la pardbola, F
N
B

m mediatriz de AB y M su punto medio. Sea S la interseccion
de m con el eje e y sea N un punto sobre la perpendicular a e
por M que estd en el interior de la pardbola. Entonces N es
punto medio de CD, donde C y D estdn sobre la pardbola y la
mediatriz de CD contiene al segmento N S.

Sugerencia: Trazar la recta perpendicular a NS por N. Esta
recta corta a la pardbola en C'y D. Si @ es el punto medio de Figura 17
CD, ver que (Q = N usando el resultado anterior. a

—

10. Un poco de geometria analitica y calculo

Si bien estamos jugando a que no vamos a usar coordenadas ni célculo, es interesante ver desde este
punto de vista las construcciones que estamos realizando.

Sabemos que si disponemos de ejes cartesianos, y la directriz d es paralela al eje de las z’s, entonces la
parabola puede describirse con la ecuaciéon y = f(x) = ax® + bz + ¢, para constantes a, b y ¢ adecuadas,
a # 0.

Por ejemplo, si los puntos A = (x4,y4) y B = (zB,yn) estédn sobre la parabola, entonces el punto
medio entre A y B, que hemos llamado M en la Figura 10, tiene por coordenadas M = (zps,yn) donde

A+ 2B
Ty = ——s—,
2
+ 1 1
M:wzia(xi+w%)+§(w,4+x3)+c

Més aun, si usamos calculo, sabemos que la recta tangente a la parabola en el punto (z,y) tiene
pendiente dada por la derivada, y' = f'(x) = 2az + b. Por ejemplo, las tangentes por los puntos A y B
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tienen ecuaciones:
ta:y—ya=(2axz4 +b)(x—x4)
tp:y—yp = (2azp +b) (z — zp)

y se cortan en el punto S = (zg,ys). Para encontrar estas nuevas coordenadas podemos, por ejemplo,
despejar primeramente yg, obteniendo

(2ax4) (s — xA) + az® + bra + ¢ = (2axB) (rs — xB) + axs + brp + ¢

de donde resulta, con un poco de algebra, que xs = (x4 + xp)/2, es decir, xg = s, como ya vimos.
También el punto T de la Figura 10 es el previsto por el Teorema de Rolle: dados 4 y =g, existe &
entre 4 y xp tal que

lo que aqui se traduce en que existe £ tal que

(z — %) +b(zp —za)
B —TA

a
(&) =2a¢+b= =a(xp+xa)+0

Despejando, resulta & = (x4 + zp)/2. Seglun nuestras notaciones, £ es la coordenada = de T, y se
deduce que M, S y T tienen todos la misma coordenada z.

0 Problema 10.1: En base a las ecuaciones anteriores, demostrar que T es el punto medio de M vy

S. O

O Problema 10.2: Sin usar cdlculo, encontrar la pendiente de la recta tangente (es decir la derivada)
en términos de los coeficientes a, b y ¢, usando que la tangente a la pardbola en un punto es una
mediatriz. g

11. Construcciéon de la parabola a partir de otros elementos

Sigamos con el uso de coordenadas, con la directriz d paralela al eje de las x’s. Si conocemos tres
puntos sobre la parabola, podemos encontrar su ecuacion y determinarla completamente (en general, para
un polinomio de grado n necesitamos n + 1 puntos). Tendriamos tres ecuaciones que forman un sistema
lineal (de Van der Monde) y tres incognitas, a, b y ¢. Estariamos tentados a decir que la parabola tiene
“tres grados de libertad”: los coeficientes a, b y ¢. Pero nos estariamos olvidando que tenemos otro dato:
d es paralela al eje de las x’s, es decir tenemos ademés la pendiente de d. Mas bien debemos pensar que
tenemos “cuatro grados de libertad”: para F' necesitamos dos coordenadas, y para d necesitamos también
dos, por ejemplo su pendiente y la interseccion con el eje de las y’s (hay que tener en cuenta el caso
en que d es paralela al eje y, pero ... ). Por supuesto que esto de los “grados de libertad” es un tanto
ambiguo, pues para los tres puntos de la parabola necesitamos ya seis datos, dos coordenadas por punto.

Sin embargo, siguiendo con la idea de “cuatro grados de libertad”, debemos pensar que conocer un
punto de la parabola es un grado, asi como conocer la tangente en un punto, y asi como conocer la
pendiente de d, o que d pasa por cierto punto. En particular, dados 4 puntos de la parabola pode-
mos reconstruirla, es decir, encontrar el foco y directriz (resultado debido a Newton, ver por ejemplo
Dorrie [1]).

En este sentido, la pardbola es atin mas sencilla que un cuadrilatero: con 4 puntos no alcanzamos a
determinar el cuadrilatero que lo contiene, salvo que sepamos que son los vértices o que tienen alguna
otra particularidad. También podemos relacionar con otras conicas: para una circunferencia necesitamos
3 grados de libertad: el centro (equivalente al foco en la parabola: dos grados) y el radio (otro grado),
pero también podemos obtener la circunferencia a partir de 3 puntos sobre ella. En general, para una
conica necesitamos 5 datos (o grados de libertad), resultado asociado a los nombres de Pascal, Brianchon
y Desargues y a la geometria proyectiva. Asi, dados 5 puntos sobre una conica podemos determinarla
completamente, pero si sabemos que es una parabola bastan 4 y si sabemos que es una circunferencia
bastan 3.

Nuestro propoésito en esta seccién es presentar algunos de estos problemas, basados en la idea de los
“cuatro datos”, dejando algunas indicaciones para el lector impaciente. Por otra parte, el lector inquieto
seguramente pensard en otras alternativas.
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0 Problema 11.1: Construir con regla y compds el foco dados la directriz y dos puntos sobre la pardbola.
Nota: en general hay dos soluciones.
Sugerencia: trazar los pies y circunferencias. a

O Problema 11.2: Construir con regla y compds la directriz dados el foco y dos puntos sobre la pardbola.
Nota: hay dos soluciones.
Sugerencia: jcoémo se traza una tangente exterior a dos circunferencias? a

O Problema 11.3: Construir con regla y compds la directriz dados el foco y dos rectas tangentes.
Nota: no se dan los puntos de tangencia.
Sugerencia: Encontrar simétricos de F respecto a las rectas dadas. O

0 Problema 11.4: Construir con regla y compds la directriz dados el foco, un punto sobre la pardbola
y su tangente. Repetir para el caso en que la tangente no pasa por el punto dado.

Nota: En el primer caso hay una solucién, en el otro, dos.

Sugerencia: a) trazar el simétrico de F' respecto de la tangente, b) ;jcomo se traza la tangente a una
circunferencia que pasa por un punto? a

0 Problema 11.5: Construir con regla y compds la directriz dados el foco, el eje y un punto sobre la
pardbola.

Nota: Observar que en este caso el foco y el eje dan sblo “dos grados de libertad”.

Sugerencia: Trazar una circunferencia con centro F'y radio A (el punto dado sobre la parabola), cortando
al eje en dos puntos. a

O Problema 11.6: Construir con regla y compds la directriz y el foco dados dos puntos de la pardbola
y sus respectivas tangentes.

Sugerencia: Usar problemas anteriores y que F' es punto medio de las intersecciones de la tangente y la
normal por un punto de la pardbola con el eje (trazar rectas de “puntos medios”). a

0 Problema 11.7: Construir con regla y compds la directriz y el foco dados dos puntos sobre la pardbola
y el eje.

Nota: Los puntos no deben ser simétricos uno del otro respecto del eje.

Sugerencia: Considerar el punto medio M entre A y B, los puntos de la pardbola. Las intersecciones
de la mediatriz por M y la perpendicular al eje por M determinan el “distancia caracteristica” de la
parabola. Con este pardmetro y una perpendicular al eje por A se pueden construir la tangente y la
normal por A, y se reduce a un problema anterior. a

0 Problema 11.8: Construir con regla y compds el foco y la directriz de la pardbola, dadas cuatro rectas
tangentes.

Nota: Observar que no se dan los puntos de tangencia, solo las rectas.

Sugerencia: Usar que triangulos formados por la intersecciéon de tangentes tienen circunferencias circuns-
criptas que pasan por F'. O
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