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» CUENCAS

Angulos diedros y dngulos {riedros. Producto esealar, distancias y
perpendicularidad. Formula de Tartaglia y formula de Lagrange. Desigualdad
de Hadamard. Producto vectorial. Ecuaciones vectoriales y paramélricas de
rectas y planos. Forma vectorial de simelrfas y homotecias

Problema 1 Calcular la distancia entre los puntos A y B del espacio, dados por sus coordenadas:
A=(1,2,1),B=(1,0,-1).

Solucion

JO=17 +(2-07 +(1-(-1)) =0+ 4+4 -8

Problema 2 Hallar la norma o longitud del vector de coordenadas (3, 4, -2).

Solucién
3+ 4 +(-2) =J9+16+4 =429

Problema 3 Calcular el producto escalar (u,v) y el vectorial u x v en los casos siguientes:
i) u=(1,0,1),v=(1,2,3)
i) u=(1,-1,2),v=(-2,2, -4)

Solucion

i) El producto escalar es:

El producto vectorial es:

(0-3-2-11-1-3-11-2-1-0)=(-2,-2,2)

i) El producto escalar es:

T+(-2) + (1) 2+2(-4) =-12
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El producto vectorial es:
(1) (-4)-2-2,2+(-2) - (-4) - 11 -2 (-2) - (1)) = (0,0, 0)
Notar que en este caso es (-2, 2, -4) = (-2) (1, -1, 2).

Problema 4 Hallar el drea del triangulo con vértices (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1).

Solucién

El drea del tridngulo es:

%||((1,0,1)- (1,1,0))x((0,1,1)-(1,1,0))| = %| (0,-1,1)x(=1,0,1)|

1 V3
= —[[(=1,-1,-1)|= X2
TR
Problema 5 ¢Qué clase de tridngulo es el de vértices (a, b, ¢), (b, c, a), (c, a, b)? (a, by c no todos iguales).

Solucion

Las longitudes de los lados estan dadas por:
Ja=b) +(b-c) +(c-ay
Jb=c) +(c-a) +(a-by
Ja=c) +(b-a) +(c-by

es decir, es un tridngulo equilatero.

Problema 6 ;Qué clase de cuadrilatero es el de vértices (g, b), (-4, b), (-a, -b), (a, -b)?

Solucién
Teniendo en cuenta que las diferencias de lados opuestos son:
(a, b) - (-a, b) = (2a, 0)
(—a, =b) - (a, —b) = (-2a, 0)
el cuadrildtero es un paralelogramo. Ahora, calculando las longitudes de las diagonales:

\/(a—(—a))2 +(b—(—b))2 —Naa +4b =2\Ja* +b’

se tiene que el cuadrildtero es un rectdngulo.

La figura a continuacién ilustra un caso en quea =3y b= 2.




Problema 7 ;Qué clase de cuadrilatero es el de vértices (a, b), (—b, ), (—a, —b), (b, -a)? (a distinto de b).

Solucién

Las longitudes de los lados son:

\/(a—(—b))2 +(b-a) =Nd* +2ab+b* -2ab+d* = 2(412 +bz)
"+ (a

\/(—b—(—a)) +(a=(=b)) b +2ab+d’ + b +2ab+d’ = 2(a2+b2)

\/(—a—b)2 +(=b=(=a)) =a* +2ab+b* +b* —2ab+a* = Z(a2 +b2)

J(b=a) +(~a-b) =Na’ —2ab+ > +b" +2ab+a’ = \/2(612 +b2)
es decir, es un rombo. Las diagonales miden:
\/(a —(=a))’ +(b=(=b))’ =4a* +4b* = 2{a* + b’
J(=b=bY +(a=(=a)) =ab* +4a” = 2Ja* +’

Como estas son de igual longitud, el cuadrildtero es un cuadrado.

La figura a continuacién ilustra un caso en quea=3yb = 2.

(_2’L3) ‘
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Problema 8 Encontrar niimeros a y b tales que los puntos (+a, +b), (+b, +a) del plano coordenado
sean los vértices de un octégono regular.

Solucién

Un poligono es regular si tiene todos sus lados de igual longitud y todos sus dngulos interiores de
igual medida.

Si vemos el ejemplo del poligono que se forma cona=3yb=2:

(-2, 3) (2, 3)

(_3’ 2/ \(3’ 2)

(‘3’ - ‘\ _ /3’ _2)

(-2,-3) (2, -3)

observamos que todos los dngulos son iguales, aunque los lados sean distintos. Esto ocurrira
siempre, independientemente de cudles sean a y b. Para ver esto, notemos que los ocho puntos
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tienen la misma longitud Va" +b" es decir que estdn en la circunferencia con centro en (0, 0) y

. 2 2 Lot
radio Va" +b" . Por otra parte, por el Problema 5, los vértices se pueden agrupar para formar dos
cuadrados de las mismas dimensiones, como ilustramos con el ejemplo a continuacioén:

4

(-2,3).--" Tl (2, 3)

N3, 2)
R

en consecuencia, los angulos son iguales por estar asociados a cuerdas de igual longitud, tal como
en el ejemplo.
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Buscamos valores para a y b de modo que todos los lados sean de igual longitud. El lado de vérti-
ces (a, b), (b, a) debe medir lo mismo que el lado de vértices (b, a), (-b, a), es decir:

Jla-b) +(b=a) = (b-(-b))

o bien,

J2(a-bY =Jab’

Si a es mayor que b, la identidad precedente equivale a:

V2(a-b)=2b

“Ungowd

Operando, obtenemos:

a 2
Lo +1=42+1
b 2

De modo que una solucién puede ser a = v/2 +1 yb= 1. Usando esos valores, construimos el octégono:

PE &LEOMETRIA T

%
Nota: Se puede asumir quea >b >0, perosia=b o b =0 no se formard un octégono dado que solo 13\
se obtienen cuatro puntos. Sia > b >0 el octégono obtenido tiene los lados no contiguos de igual =~
longitud, es decir, si se enumeraran los lados, los lados impares serian de igual longitud y lo mismo

5




valdria para los lados pares. Por eso, para obtener un poligono regular, la condicién de que dos
lados contiguos sean iguales es suficiente.

Problema 9 Hallar las distancias desde el punto (4, 1, -2) a los planos coordenados y a los ejes
coordenados.

Solucién

Ladistanciaal planoxyserdlalongitud del segmento perpendicularal planoxy quetiene porvérticesa
(4, 1,-2) y a un punto del plano xy.

_9\
y — &)

Como la diferencia (4, 1, 0) - (4, 1,-2) = (0, 0, 2), el segmento de vértices (4, 1, 0) y (4, 1, -2) es pa-
ralelo al eje zy asi, perpendicular al plano xy. La distancia desde (4, 1, -2) al plano xy es la longitud
de dicho segmento, o sea, 2. En forma andloga, la distancia al plano yz serd 4y al plano xz sera 1.

Ahora, la distancia al eje xserd la longitud del segmento perpendicularal eje x que tiene porvértices a
(4, 1,-2) y a un punto del eje x.

(4 1 _92)
\“I" LY L’

Lossegmentos de extremos (4, 1,0),(4,1,-2)y(4,0,0), (4, 1,0) sonrespectivamente paralelosal ejezy
alejey, esdecir,ambosson perpendicularesal ejex. De este modo resulta que el segmento de extremos
(4,1,-2), (4,0, 0) es perpendicular al eje x y, en consecuencia, la distancia de (4, 1, -2) al eje x es:
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J(4-4) +(1-0) +(-2-0)* =+/5

Del mismo modo podemos establecer que la distancia al eje y es y/4” +(-2)° =20 y la distancia

alejezes V4" +T =17

Pregunta: ;Puede dar una expresién para las distancias del punto (g, b, ¢) a los planos coordenadosy a
los ejes?

Problema 10 Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en (1, 3) y radio 2.

Solucién

Esta circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a distancia 2
del punto (1, 3), dicho de otra manera, son los puntos (x, y) del plano, tales que:

\/(x—1)2+(y—3)2 =2

lo que equivale a:

(- 1)+ (y-3p-2°

Problema 11 Hallar la ecuacién de la esfera con centro (1, 1, 1) y radio 3.

“Unzowd

Solucién

En este caso se trata del lugar geométrico de los puntos del espacio que se encuentran a distancia
3 del punto (1, 1, 1), o bien los puntos (x, y, z) del espacio, tales que:

\/(X—1)2+(_y—1)2+(z—1)2 =3

o, de manera equivalente:

(=1 (- ) e =

Problema 12 La recta m pasa por los puntos A y B. Hallar una recta perpendicular a m.
A= (_1) 3)) B= (2> 1)
A=(1,0,2),B=(1,1,3)

PE &LEOMETRIA T

Solucién

i) Elsegmento (-1, 3) - (2, 1) = (-3, 2) es paralelo a m. El vector (2, 3) es perpendicular al vec-
tor (-3, 2), luego la recta que pasa por (0, 0) y (2, 3) es perpendicular a m.

i) Elsegmento (1,0, 2)-(1,1,3)=(0, -1, -1) es paralelo a m. El vector (1, 0, 0) es perpendi-

a m.

v

<

Qo

y 4
cular al vector (0, -1, -1), luego la recta que pasa por (0, 0, 0) y (1, 0, 0) es perpendicular 1!\

7
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Problema 13 Larectam pasa por ABylarectan pasa por CD. ;Son paralelas? ;Son perpendiculares?
A=(1,0,1),B=(0,1,1),C=(4,-2,2),D=(2, -4, 2).
A=(0,1,1),B=(1,0,-1),C=(1,2,1),D= (3,0, -3).

A=(1,2,1),B=(2,1,1),C=(2,1,1),D=(1,1,2).

Solucién
i) La direccién de la recta que pasa por Ay B la da el vector:
A-B=(1,0,1)-(0,1,1)=(1,-1,0)
La direccién de la recta que pasa por Cy D la da el vector:
C-D=(4,-2,2)-(2,-4,2)=(2,2,0)

Como los vectores (1, -1, 0) y (2, 2, 0) no son uno muiltiplo del otro, las rectas no son pa-
ralelas. Por otra parte, el producto escalar:

{(1,-1,0),(2,2,0)=1x2+(-1)x2+0x0=0
los vectores (1, -1, 0) y (2, 2, 0) son perpendiculares, luego las rectas son perpendiculares.

i) Enestecaso A-B=(-1,1,2)yC-D = (-2, 2, 4); como (-2, 2,4) =2 x (-1, 1, 2), las rectas
son paralelas.

i) EnestecasoA-B=(-1,1,0)yC-D=(1,0,-1), las rectas no son paralelas ni perpendiculares.

Problema 14 Hallar la ecuacién de la recta perpendicular a AB que pasa por P, siendo A = (3, 4),

B=(-4,5)yP=(-2,-1).

Solucién

La figura muestra la recta perpendicular a AB que pasa por P en color rojo.




La direccién de la recta AB la da el vector A - B = (-7, 1) que es perpendicular al vector (1, 7).

(1,7)

Los puntos (0, 0), (-2, -1), (1, 7) y (-1, 6) = (-2, -1) + (1, 7) son los vértices de un paralelogramo, es
decir, la recta que pasa por (-2, -1) y (-1, 6) es paralela a la recta que pasa por (0, 0) y (1, 7), luego
es perpendicular a la recta que pasa por AB. La ecuacién de la recta buscada puede obtenerse
como:

A
[
o

s

Es decir:

Tx+y-13=0

Problema 15 Hallar ecuaciones implicitas para la recta perpendicular al plano ABC que pasa por el
punto P, siendo A=(1,1,0),B=(1,0,1),C=(0,1,1)yP=(1, 2, 3).

Solucién
El plano ABC es paralelo al plano  que pasa por A-A, B-Ay C - A, es decir, por los puntos
(0,0,0),(0,-1, 1)y (-1, 0, 7). Las ecuaciones:

Ox—y+z=a

-x+0y+z=0b

PE &LEOMETRIA T

son ecuaciones implicitas de una recta perpendicular al plano 7. Podemos elegir los valores de a y
b para que sean ecuaciones implicitas de la recta perpendicular al plano ABC que pasa por P. Para
que la recta pase por P, deben cumplirse las igualdades:

{0 x1-2+3=a

v
<
z
-1+0x2+3=0b
es decir,a =1y b= 2. De este modo, tenemos las ecuaciones implicitas buscadas: 13\

{—y+z=1
-X+z=2 9
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Problema 16 Hallar la distancia desde el punto (4, 1, -2) al plano:
i) Delaecuacién x =y.

i) Que pasa por los puntos (1, 1, 0), (1,0, 1) y (0, 1, 1).

Solucién

i) Un vector perpendicular al plano es (1, -1, 0), la proyeccién de (4, 1, -2) sobre la recta ge-
nerada por este vector es:

((4,1,—2),(1,-1,0)>(

2

1,-1,0) = %(1,—1,0)

La distancia buscada es igual a la longitud de este dltimo vector, es decir ——.

La distancia desde el punto (4, 1, -2) al plano que pasa por los puntos (1, 1, 0), (1,0, 1) y
(0, 1, 1) es la misma que desde el punto (4, 1, -2) - (1, 1, 0) = (3, 0, -2) al plano que pasa
por los puntos:

(1,1,0)-(1,1,0)=(0, 0, 0), (1,0, 1) = (1, 1,0) = (0, =1, 1)y (0, 1, 1) = (1, 1, 0) = (-1, 0, 1).

Un vector perpendicular al plano que pasa por (0, 0, 0), (0, -1, 1) y (-1, 0, 1) es el producto
vectorial:

(0, -1, 1) x (1,0, 1) = (-1, -1, -1)
La proyeccién de (3, 0, -2) sobre la recta generada por este vector es:

(3.0.-2)1-10),

3

-1,-1,-1)= %(1,1,1)

. . . . 3
La distancia es la longitud de este vector, es decir =5

Problema 17 Hallar la distancia entre los planos de ecuaciones x +y — 2z =1y 3x + 3y - 67 = 15.

Solucién

La ecuacién 3x + 3y - 6z= 15 equivale a la ecuacién x +y — 2z = 5. Ahora, es evidente que los planos
son paralelos, de modo que la distancia puede calcularse como la distancia de un punto en uno
de los planos al otro plano. Por ejemplo, el punto (2, 3, 0) esta en el segundo planoy la distancia
desde este punto al primer plano estd dada por:

[1:2+41:3-2:0-1 4 2J6
N 6 3

Observacién
La distancia entre los planos de la ecuacién ax + by + cz=dy ax + by + cz = e estd dada por:
|d -
Na'+b* +¢
¢Qué ocurre con las distancias entre una recta en el plano de la ecuacién ax + by = cy una recta en
el plano de la ecuacién ax + by = d?




Problema 18 Hallar las coordenadas del pie de una altura del tridngulo con vértices:
N (1,2), (-1, 1), (2, 1).
i) (1,1,2),(1,2,1),(2,1,1).

Solucién

Si graficamos el tridngulo usando el sistema de ejes cartesianos y la cuadricula, es claro que un pie
de altura tiene coordenadas (1, 1).

¢Cémo encontrar un pie de altura que no sea evidente? Por ejemplo, el pie de la altura que parte
desde (-1, 1). La proyeccién del punto (-1, 1) sobre la recta m que pasa por (2, 1) y (1, 2) es preci-
samente el pie de dicha altura. Podemos calcular esta proyeccién como:

(12)+ (=1,1)-(1,2),(2,1) - (1,2))
{(21)-(1,2),(21)-(12))

A
-~

15

((zn)—(uz»=<1,z>+§(1,_1)=(_ _)

2’2

Problema 19 Hallar un vector perpendicular al plano:
1) x+y+z=1

i) que pasa por (1, 1,0), (1,0, 1)y (0, 1, 1).

Solucién

i) Elvector (1, 1, 1) es perpendicular al plano.

i) El producto vectorial entre (1,0, 1) - (1, 1, 0) y (0, 1, 1) - (1, 1, 0) es perpendicular al plano;
este vector es (-1, - 1, -1).
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Problema 20 Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento de extremos (1, 3), (-2, 1).

Solucién

La mediatriz es el lugar geométrico de los puntos (x, y) del plano que equidistan de (1, 3) y (-2, 1),
esto es:

\/(x—1)2+(y—3)2

O sea:
X=2x+T+y —6y+9=x+4x+4+y" -2y +1
De donde:
6x+4y=35

es la ecuacién de la mediatriz.

Problema 21 Hallar la ecuacién del plano bisector del segmento de extremos (1, 1, 2), (-2, 0, 1).

Solucién

En forma similar al Problema 20, la ecuacién se desprende de la identidad:
Jo=1 +(y =1 +(z=2) = J(x+2) +(y-0) +(z-1)

Operando, se obtiene:

6x + 2y +2z=1

Nota: También se puede resolver este problema usando la férmula para la ecuacién de la mediatriz
dada en el apéndice de este mismo niimero de Notas de Geometria.

Problema 22 Hallar las coordenadas del circuncentro y ortocentro del triangulo con vértices:
N (1,2),(1,1),(2,1).
i) (2,3),(6, 1), (-2, -5).
iii) (5, 6,7), (6,7,5), (7,5, 6).

Solucion

i) Segun la grafica en la siguiente figura:

(1,




se trata de un tridngulo rectdngulo, entonces el circuncentro es el punto medio de la hipo-
tenusa de coordenadas (3/2, 3/2). El ortocentro es el vértice del dngulo recto de coorde-
nadas (1, 1).

ii) Este caso puede resolverse operando con ecuaciones de las mediatrices.

(2,3) |

L

-

A
d
_—

(_5’ _2)

La ecuacién para la mediatriz de (6, 1), (2, 3) esta dada por:
6 +T —2° -3

(6-2)x+(1-3)y = 5

Simplificando, queda:
2x-y=6
Andlogamente, la ecuacién para la mediatriz de (2, 3), (-5, -2) estd dada por:
7x+ 5y =-8
Las coordenadas del circuncentro estdn dadas por la solucién del sistema:

2x-y=6
{7x+5y=—8

Usando la regla de Cramer, resulta:

6 -1
8 5| 22
T 7

7 5

Para hallar las coordenadas del ortocentro, usaremos la siguiente propiedad:
El ortocentro de un tridngulo se puede obtener a partir de su circuncentro usando la homotecia con
centro en el baricentro y razon — 5

El lector puede interesarse por investigar en torno de la propiedad enunciada.

El baricentro del tridngulo estd dado por:

(2,3)+(6,1)+(-5,-2) (1 2)
3 \73)
Podemos calcular el ortocentro con la homotecia antes mencionada, es decir:

(12) (1) & (/ >8 22) /2\) (12) () (75 32)

\"3) "\ 72) \Ta7017) T00E) ) T T T T )

L(12) (75 32 _(109 18)

“\"3) "\3277102) T\ 34050

A,
n
» 3
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iii) Resolver este caso puede ser complicado si no se observa que el tridngulo es equildtero
(véase el Problema 2 en este mismo niimero de Notas de Geometria). Entonces, el baricentro,
el ortocentro y el circuncentro coinciden y sus coordenadas estdn dadas por el promedio
de los vértices, es decir (6, 6, 6).

Problema 23 Hallar ecuaciones implicitas de las bisectrices del triangulo con vértices (3, 2), (0, 0),

(-1, 1).
Solucidn

Por fortuna, el triangulo es isésceles:

(1,-1)

de modo que una bisectriz estd sobre la mediana que parte del vértice (3, 2), es decir, se trata de

1T 1
la recta que pasa por los puntos (3, 2) y (5,—5) . La ecuacién para esta bisectriz puede ser:

J
2

Desarrollando el determinante resulta:

o también:
x-y=1
Para la bisectriz que pasa por el vértice (0, 0), observemos que el punto de coordenadas:
Vi3 x(1,-1)+v2 x(3,2) = (V13 + 342,242 - V13)

estd en esta bisectriz, dado que los puntos:
(0,0),(v13,-V13),(3v3,22),(v13 + 372,242 - \13)

son los vértices de un rombo, pues (\/ﬁ,—\/ﬁ),(?n/i,%/i) tienen igual longitud.
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La ecuacién para la bisectriz puede obtenerse como:

X y 1
det 0 0 1

3J2+413 242-413 1

Operando, queda:
(V13 -22)x+(3v2 +4/13) y =0

Para la ecuacién de la bisectriz restante, calculamos el incentro dado por las ecuaciones:

x—y=1
{(\/E—Zﬁ)x+(3\/§+\/ﬁ)y=0

La solucién es:
V26 +6 _\/26—4
10 J 10

La ecuacién para la bisectriz que pasa por el vértice (1, -1) puede obtenerse de la igualdad:

X y
det 1 -1
J26+6 26-4

10 10

De manera equivalente:

J26 +6 +\/%—4 V26 +1
X

10 10 77 s
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Problema 24 Dadas las coordenadas de dos de los puntos asociados a un triangulo: circuncentro,
ortocentro y baricentro, hallar las coordenadas del tercer punto.

Solucién

Si pensamos estos tres puntos como vectores denotando con G al baricentro, con O al ortocentro
y con R al circuncentro, veremos que se da la igualdad vectorial:

3G=2R+0O

Esta identidad permite hallar las coordenadas de un punto a partir de las coordenadas de los
otros dos.

En primer lugar, observemos que el circuncentro de un tridngulo ABC coincide con el ortocentro
del tridngulo cuyos vértices DEF son los puntos medios de los lados de ABC.

C

Teniendo en cuenta que los lados de DEF son las bases medias de ABC, se ve que las alturas de
DEF estan sobre las mediatrices de ABC; en consecuencia, el circuncentro de ABC coincide con el
ortocentro de DEF.

En segundo lugar, veamos que ABCy DEF son homotéticos, es decir, hay una homotecia que trans-
forma uno en el otro. Para ver esto, notemos que las medianas de DEF estdn sobre las medianas
de ABC. En la figura, la mediana CF de ABC es una diagonal del paralelogramo CEFD, entonces

corta a la diagonal ED de este paralelogramo en su punto medio M. Esto muestra que FM es una
mediana de EFD.

C

A F B

Lo mismo ocurre con las demds medianas. En consecuencia, ABC y DEF comparten el baricentro G.




El baricentro G divide a las medianas de ABC en la relacién 2:1, de modo que una homotecia con
centro en Gy razén -2 transforma los vértices D, Ey Fen A, By C, respectivamente.

Esta homotecia transforma las alturas de EDF en las alturas de ABC. La figura a continuacién
muestra la altura Fl, que debe transformarse en un segmento paralelo a F/ con un vértice en C, el
otro vértice alineado con /Gy con el doble de la longitud de FI.

C

Es claro que el tinico segmento que cumple estas condiciones es la altura CH de ABC. Por lo tanto,

la homotecia considerada transforma el ortocentro de EDF en el ortocentro de ABC, o bien, trans-
forma el circuncentro de ABC en el ortocentro de ABC.

La figura ilustra la posicién de R, Gy O alineados, con G entre Ry Oy la distancia de G a O igual
al doble de la distancia de G a R.
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Teniendo en cuenta la expresién vectorial de la homotecia, podemos escribir:
O=G+(-2)x(R-G)=3G-2R

Es decir:
3G=2R+ 0O

Problema 25 Hallar las 4reas de los triangulos: (0, 0, 0), (1, 2, 3), (1, 1, 1) y los tridngulos obtenidos
al proyectar este tridngulo sobre los planos coordenados.

Solucién

El drea del tridngulo se puede obtener como % de la longitud del producto vectorial:
(1,2,3)x(1,1,1)=(-1,2,-1)

El drea del tridngulo es - :

La proyeccién sobre el plano xy tiene vértices (0, 0, 0), (1, 2, 0), (1, 1, 0), tridngulo de 4rea —.

La proyeccién sobre el plano xz tiene vértices (0, 0, 0), (1, 0, 3), (1, 0, 1), tridngulo de area 1.

) . . . 1
La proyeccién sobre el plano yz tiene vértices (0, 0, 0), (0, 2, 3), (0, 1, 1), tridngulo de 4rea —.

Observacién
El drea del tridngulo es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las dreas de las proyecciones.

¢Seré esto una casualidad?

Problema 26 Las proyecciones de un tridngulo sobre los planos coordenados tienen p cm?, g cm?'y
r cm?2. Hallar el drea del tridngulo.

Solucién

Consideremos primero el caso en que uno de los vértices del tridngulo es (0, 0, 0). Indiquemos con
(a,b,¢c)y (d, e, f) los vértices restantes. Las proyecciones sobre los planos coordenados son:

Sobre xy: (0, 0, 0), (4, b, 0), (d, e, 0)
Sobre yz: (0, 0, 0), (0, b, ¢), (0, ¢, f)
Sobre xz: (0, 0, 0), (4, 0, ¢), (d, 0, f)

y las respectivas areas pueden calcularse como la mitad de las longitudes de los productos
vectoriales:

(a, b,0) (d, e, 0)=(0, 0, ae - db)
(0,b,¢) x (0, e, f)=(bf-ce, 0, 0)
(a,0,c)x(d, 0, f)=(0, dc - af, 0)

Entonces, las 4reas son:

% (ae—db)’ =%|ae—bd|=p% (bf —ce) =%|bf—ce|=q%\/(dc—af)2 =%|dc—af|=r

Por otra parte, el drea del tridngulo es la mitad de la norma del producto vectorial:

(a, b,c) x (d, e, f) = (bf - ce, dc - af, ae - db)




siendo su longitud:

L Jif ey + (de—af ) + (ae—db) =\/("f ) () () -

2 2 2

— /P2+qz+r2

En la figura a continuacién, las proyecciones estan en color rojo.

A

Para resolver en el caso general, consideremos los vértices del tridngulo con coordenadas (g, b, ¢), s A S

“omp

(e,d, )y (g, h,i). Las proyecciones son:

Sobre xy: (a, b, 0), (e, d, 0), (g, h, 0)

Sobre yz: (0, b, ¢), (0, e, f), (0, h, i)

Sobre xz: (4, 0, ¢), (¢, 0, f), (g, O, i)

Las respectivas areas son las dreas de los tridngulos con vértices:

(0,0,0),(e-a,d-b,0),(g-a,h-b)

(0,0,0),(0,e-b,f-¢), (0,h-b,i-c)

(0,0,0),(e-a,0,f-¢),(g-a,0,i-c)

mientras que el drea del tridngulo es el area del tridngulo con vértices:
(0,0,0),(e-a,d-b,f-c),(g-a,h-b,i-c)

pero esta es la situacién considerada al comienzo, con lo que se puede afirmar los siguiente:

El drea de un tridngulo es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las dreas de sus proyecciones sobre

los planos coordenados.

Observacién

Podemos obtener la siguiente propiedad:

El drea de un tridngulo es mayor o igual que el drea de cualquiera de sus proyecciones sobre los planos
coordenados.
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Esta afirmacién es clara, dado que, con las notaciones precedentes, p> + ¢g*> + r* es mayor o igual

que p?, g*y r?, luego =+/p’ +q° +r’ es mayor o igual que |p||9| y |r].

Problema 27 ;Qué 4reas tienen las proyecciones del triangulo ABC, B punto medio de arista, sobre
las caras del cubo de volumen 8 cm3? ;Qué area tiene el triangulo ABC?

S F

A
Solucion

La figura a continuacién incluye las proyecciones de ABC sobre la cara inferior, en primer lugar;
sobre la cara lateral a la izquierda, en segundo lugar; y sobre la cara del fondo, en tercer lugar.
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Entre los vértices de los tridngulos hay dos puntos medios de aristas. Como cada cara es de
4 cm?, las 4reas de las proyecciones son 2 cm?, 1 cm? y 2 cm?, siendo el drea del tridngulo, segtn
el Problema 26, igual a 3 cm?.

Problema 28 Los puntos medios de las aristas indicados en la figura, sson coplanares?

o
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Solucién

Cada uno de los seis puntos dados equidistan de los vértices opuestos Py O del cubo, indicados
en la figura a continuacién. En cada caso, la distancia es 75/ ,donde /es la longitud de las aristas
del cubo. Esto se puede ver usando el teorema de Pitdgoras en los tridngulos rectangulos cuyos

. / ,
catetos miden /y > los que se muestran en la figura.

g

Todos los puntos estan en el plano bisector del segmento PO, es decir que los puntos dados son
coplanares.

Problema 29 En la situacién del Problema 28:

EMAT,
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i) El hexdgono que tiene por vértices a los puntos medios de arista, ses regular?
i) Dibujar las proyecciones ortogonales del hexagono sobre las caras del cubo.

iii) Si los centros de las caras son los vectores de coordenadas (t1, 0, 0), (0, £1, 0), (0, 0, +1),
hallar las coordenadas de los vértices del cubo y las de los vértices del hexdgono.

Solucién

i) Lalongitud de cada lado de este hexagono es igual a la mitad de la longitud de una diago-
nal de una cara del cubo. Los vértices del hexdgono equidistan del centro del cubo,
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Es decir que el hexdgono es inscriptible, entonces debe tener todos los angulos interiores
iguales y es regular.

Nota: En la conclusién del problema hemos usado la siguiente propiedad:
Un poligono inscriptible con todos sus lados iguales es un poligono regular.

Esta afirmacién surge de la posibilidad de descomponer el poligono en tridngulos isésceles
iguales usando el centro de la circunferencia circunscripta y los vértices del poligono. En la
figura se representan tres segmentos consecutivos de igual longitud inscriptos en una cir-
cunferencia. Estos dan lugar a tres triangulos isésceles iguales; entonces, los angulos entre
los segmentos consecutivos son iguales.

PIAD
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i) Sobre la cara inferior o superior corresponde el mismo dibujo de la proyeccién ortogonal y
esta se representa en la figura siguiente.

-_mmmmEmEmEm === === k-

I

=
<
4
L
2
=
N
A
<
\—
Q
y 4

\
)
1
\
1
1
1

N
N




Sobre las caras trasera y delantera:

Todas las proyecciones son hexagonos congruentes.

i) La figura muestra que los puntos medios de las aristas del cubo son suma de dos de los
vectores dados por los centros de las caras, y que los vértices del cubo son sumas de tres
de estos vectores, mientras que en las sumas no figuren un vector y el opuesto. Las coor-
denadas de los puntos medios de las aristas estan dadas por los puntos de coordenadas
(#1, £1, 0), (x1, 0, 1), (0, 1, 1), y los vértices del cubo, por los puntos de coordenadas
(#1, £1, £1). Los vértices del hexdgono estan dados por los puntos de coordenadas *(1, 1, 0),
+(0, 1, 1), (1, 0, -1).

Problema 30 El segmento CD es la proyeccién ortogonal del segmento AB sobre un plano o sobre
una recta. Mostrar que la longitud de AB es mayor o igual que la longitud de CD.

Solucién

Si AB se proyecta sobre una recta m, como muestra la figura:
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consideramos el segmento DE paralelo a ACy de igual longitud que este, es decir ACDE es un para-
lelogramo. Como CD es perpendiculara ACy a BD, CD es perpendicular a DE, vale decir que CD es
perpendicular al plano BED, en el caso en que estos puntos no estén alineados. Luego, AE también
es perpendicular al plano BED, por ser paralelo a CD. En consecuencia, el triangulo ABE es recto
en E, asi, CD = AE es menor que AB.

Si E, By D estdn alineados, A, B, Cy D estdn en un mismo plano;

E

si B es distinto de E, el triangulo ABE es rectdngulo en E y, como antes, CD es menor que AB.
Solamente si E =B, CD es igual a AB.

Si el segmento AB se proyecta sobre el plano  como en la figura:
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trazando el segmento BE paralelo a CD y de igual longitud que este, si E es distinto de A, se tiene
el triangulo ABE rectangulo en E, es decir CD es menor que AB. Si E es igual a A, entonces CD es
igual a AB.

Problema 31 El prisma recto de la figura se ha seccionado con un plano en la parte superior. Mos-
trar que el drea de la seccién es mayor o igual que el drea de la base del prisma.

“Ungoud

i

Solucién

Si descomponemos el prisma seccionado en dos prismas seccionados de bases triangulares, cor-
tando con un plano como en la siguiente figura:
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en cada prisma seccionado de base triangular, el tridngulo de la base puede pensarse como la
proyeccién del tridngulo en la cara superior, por la observacién en el Problema 26 de este mismo
nimero de Notas de Geometria resulta que el drea de la cara superior en cada prisma de base trian-
gular es mayor o igual que el drea de la base correspondiente. Finalmente, el drea en la seccién del
prisma resulta mayor o igual que el drea de la base.

Problema 32 Con los datos indicados en la figura, ¢se podria poner un litro de agua en el interior
del tetraedro?

Solucién

Usando la férmula de Tartaglia, el volumen del tetraedro es igual a:

1T 1 1
0 40° 23 30°
400 0 18 36 =\/
\ 23* 18 0 2T

133.436.808 =\/1.853.289 - 680,68

288

30° 36 27 0

No se puede poner un litro de agua en el interior del tetraedro.
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Problema 33 Con los puntos del espacio de coordenadas 1 o -1, usados como vértices, construir
dos tetraedros regulares.
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Solucién

Los puntos que tienen un nimero par de coordenadas positivas son los vértices de un tetraedro
regular:

(1,1,-1,(1,-1, 1,1, 1,-1), (-1, -1, -1).
La distancia entre dos de estos puntos es NER

Los puntos que tienen un nimero par de coordenadas negativas son los vértices de un tetraedro
regular:
(1,-1,-1, -1, 1,-1), (-1, -1, 1), (1, 1, 1).

También la distancia entre dos de estos puntos es NER

Problema 34 ;Hay un triangulo equilatero o hexdgono regular en el plano cuyos vértices tengan
coordenadas enteras? ;Qué ocurre en el espacio?

Solucién

No hay un tridngulo equildtero con vértices en la cuadricula formada por los puntos de coorde-
nadas enteras. Ver Problema 5.4 en la pagina 170 del libro Area y Volumen en la Geometria Elemental,
Red Olimpica.

En el espacio hay triangulos equilateros con vértices de coordenadas enteras (véase el Problema 3
de este mismo niimero de Notas de Geometria). Teniendo en cuenta que, si los vértices de un tridn-
gulo tienen coordenadas enteras, los vértices de los tres paralelogramos que tienen un lado del

2
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tridngulo como diagonal también tienen coordenadas enteras.
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La figura muestra los tres paralelogramos alrededor del tridngulo sombreado; los vértices desta-
cados con color rojo también tendrian coordenadas enteras si los vértices del tridngulo las tuvie-
ran. Si un triangulo equildtero tiene vértices con coordenadas enteras, por el principio del parale-
logramo los puntos indicados en la figura tendrdn coordenadas enteras.
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La figura a continuacién

muestra que se puede formar un hexdgono regular con vértices de coordenadas enteras.

Problema 35 Dibujar la proyeccién ortogonal del cubo sobre el plano del hexagono, en el Problema 28.

Solucién

El segmento PQ es perpendicular al plano del hexdgono y pasa por el centro del cubo, que también
es el punto medio de la diagonal AB del hexdgono indicada en la figura.
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Por consiguiente, Py Q se proyectan sobre el centro del hexdgono.

Por otra parte, observemos que, si un segmento corta a un plano en el punto medio M del segmen-
to, entonces la proyeccién ortogonal del segmento tiene a M como punto medio.

Gm-=-===-
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A partir de esto, teniendo en cuenta la poligonal cerrada (destacada en color rojo en la figura):
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que estad formada con aristas del cubo, pasa por todos los vértices del cubo distintos de Py O,
atravesando el plano del hexagono en los puntos medios de las aristas que integran la poligonal,
nos permite afirmar que las proyecciones de estos seis vértices del cubo son los vértices de un
hexdgono que tiene al hexdgono regular inscripto en los puntos medios de sus lados.

La figura a continuacidn se asocia a la siguiente afirmacién: si un segmento BC es perpendicular a
un segmento AB contenido en un plano &, entonces la proyeccién ortogonal BD de BC sobre 7 es
perpendicular a AB.

C

Q}\es
A

La justificacion de la afirmacién precedente resulta del hecho de que AB es perpendiculara BCy es
perpendicular a CD, puesto que CD es perpendicular a . Por lo tanto, AB es perpendicular a toda -~
recta del plano BCD, entonces es perpendicular a BD.
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Ahora podemos usar la propiedad en nuestro problema, observando que cada arista de la poligo-
nal es perpendicular a una de las diagonales del hexdgono:

[

lo que permite dibujar las proyecciones de las aristas que componen la poligonal.
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Problema 36 Los vectores u, v, w estdn en la esfera de radio 1 centrada en el origen 0 de coordena-

. . 1
das cartesianas. Mostrar que el volumen del tetraedro Ouvw es menor o igual que rE

Solucién
1 . . .
El volumen del tetraedro es ‘ del médulo del determinante de la matriz que tiene las coordena-

das de los vectores u, vy w en las sucesivas filas. Por la desigualdad de Hadamard, el médulo del
determinante es menor o igual que el producto de las normas de las filas. Como los vectores son
de longitud 1, el determinante es menor o igual que 1; asf, el volumen del tetraedro en menor o

igual e1
igual que —.
gualq 6

Problema 37 ¢Hay tetraedros cuyas aristas midan 1, 2, 3, 4, 5, 6? ;Y que midan 2, 2, 3, 3, 4, 4?

Hallar el volumen de uno de ellos.

Solucién

En el primer caso, con los datos de las longitudes, es imposible formar un tridngulo que tenga un
lado de longitud 1.

En el segundo caso, si las aristas de longitud 4 fueran opuestas, como con aristas de longitudes 2,
2,4 no se puede formar un triangulo, las caras concurrentes en las aristas de longitud 4 deben ser
tridngulos cuyos lados midan 2, 3, 4. El desarrollo de un par de caras concurrentes en una arista
de longitud 4 esta dado por los dos casos que muestran la figura:

Las diagonales de los cuadrildteros que forman este par de caras, destacadas en lineas de puntos,
miden aproximadamente: 2,9 en un caso y 3,16 en el otro. Cualquier tetraedro que se forme con
estos pares de cara tendrd la arista opuesta a la arista de longitud 4, de longitud menor que 2,9
en el primer caso y de longitud menor que 3,16 en el segundo caso.

No es necesario dar los valores aproximados de los segmentos punteados para ver que son de
longitud menor que 4. En el primer caso, el segmento punteado mide dos veces la altura sobre
el lado de longitud 4 de un triangulo de lados 2, 3, 4, esta altura es menor que 2. En el segundo

caso, el segmento punteado es dos veces la mediana sobre el lado de longitud 4 de un tridngulo
de lados 2, 3, 4.

Un triangulo ABC con estos lados puede ser incluido en un tridngulo equilatero de lado 4, como
muestra la figura:




-
- il

Ad B

El punto C queda en el interior del tridngulo, dado que la altura del tridngulo equilatero es 243,
que es mayor que 3. Por consiguiente, el angulo en el vértice A del tridngulo ABC es menor que 60°.

El tridngulo AMC, donde M es el punto medio de AB, es isésceles y el angulo en A es menor que
60°, de modo que los dngulos en Cy M miden méas que 60°. Asi, el lado mds corto en AMC es CM,
menor que 2.

Las aristas de longitud 4 deben ser concurrentes y se presentan los siguientes casos en la figura a
continuacién.
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Dado el desarrollo de dos caras de un tetraedro, recordemos cémo obtener los valores extremos
para la longitud de la arista que no figura en el desarrollo (véase el Problema 31 publicado en el
N° 4 de Notas de Geometria). En la figura, C’ es el simétrico de C respecto de la recta BD:
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A
La longitud de la sexta arista es mayor que la longitud del segmento AC" y menor que la longitud
del segmento AC.

En el primer y el segundo caso, los valores extremos estan dados por la suma y las diferencias de
las alturas de los tridngulos isdsceles que comparten la base, los valores son:

V15 -4/8, J15+4/8
J13,75-175,  J13,75+1,75
Para que exista el tetraedro, en estos casos, es necesario que:
V15 -8 <2</15+4/8
V13,75 =175 <3< 13,75 + 175

Es claro que en ambos casos las desigualdades de la derecha se cumplen.

Veamos las otras desigualdades. Como v/15 <3,9 y 4/8 > 2, se tiene que:
J15-18<3,9-2=19<2
Por otro lado, /13,75 <3,8 y /1,75 >1, entonces:

J13,75-1,75<3,8-1=2,8<3

En los dos casos considerados los tetraedros existen. Queda analizar los dos casos restantes.

A

AB es mayor que 2 por ser AB el mayor lado en el tridngulo ABC, ya que es el lado opuesto al ma-
yor angulo en el vértice C. Para justificar que el dngulo en C es el mayor angulo de ABC, notemos
que: en el tridngulo de lados 4, 4, 2, el dngulo en C es mayor que el dngulo en Ay en el tridngulo
de lados 3, 2, 2, el dngulo en C es igual al angulo en B. El mismo argumento sirve para ver que DF
es mayor que 3. Con esto, la desigualdad con los extremos superiores se cumple en ambos casos.

Ver las desigualdades con los extremos inferiores es un tanto mas laborioso.




Veamos primero cémo calcular en un tridngulo las distancias desde el pie de una altura a los vér-
tices del tridngulo, si se conocen las longitudes a, b, c de los lados del tridngulo.

La figura muestra dos casos, segtn el pie de la altura esté en el lado del tridngulo o en su
prolongacién.

A A

B

NP mmmmmmm--TE

C B a C
Llamaremos x e y a las longitudes de PB y PC, respectivamente, y h a la altura AP. Por el teorema

de Pitagoras, se dan las identidades:

K= — b2
y2=b2—h2

Si restamos miembro a miembro, se tiene:
X2 _yz =2
El primer miembro puede factorizarse como:
X =y = (x*y)x-y)

En el primer caso de los dados en la figura, x + y = a, y en el segundo caso, y - x = a. En cada caso
resulta:

ax-y) = (x+y)x-y) = - b
x*y)(a) = (x+yx-y) = - b?

ct=b

a

X=y

se obtiene:

Para el segundo caso, las igualdades son:

X+y=

De estas, resulta:
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Resta calcular h, que es la distancia de P al vértice A; para esto usamos la identidad:

%h ={s(s—a)(s-b)(s-c)

El miembro de la derecha es la expresiéon del 4rea dada por la férmula de Herén, donde s es el
semiperimetro.

Volviendo al problema, tendriamos que saber si la longitud de AB" es menor que 3 y si la longitud
de DF' es menor que 2.

Notar que AB' es la hipotenusa del tridngulo rectangulo AB'K, con un cateto de la misma longitud
que el segmento POy la longitud del otro dada por la diferencia de las alturas APy B'O.

Por razones de brevedad, como suele ser habitual, en los célculos a continuacién identificamos los
segmentos con sus longitudes.

Podemos calcular:

15
PO=PH+HQ=T+—=>
Q Q 17

AK=AP—B’Q=\/1_—¥

La longitud de PH es 1 por ser AHC isdsceles, la de AP es /15 por Pitdgoras en el tridngulo AHP,

—a=-b-c 37

1
la de HQ es 2 usando la férmula x = > paraga=2,b=3yc=2ylaaltura B'Oes 4
a

usando la férmula de Herdén. Ahora:




4) +(‘/1__¥)2 =\/W

Para que AB' sea menor que 3, su cuadrado debe ser menor que 9, es decir;

41-3+/105 -
2

9

o bien,
23 < 34105
Elevando al cuadrado ambos miembros, se tiene:

529 <945
En este caso también existe el tetraedro.

El dltimo caso se trata en forma similar y se deja como desafio para el lector.
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Ordenamos los vértices en el tetraedro de la izquierda como A, G, B, Cy, si existiera, los vértices
del tetraedro de la derecha como D, E, F, G.

El volumen del primero es:

4
\—
2

’a

35
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Para el segundo, nos encontramos con este problema:

1

1
det

. ) -8 AT
No hay un nimero real que sea la raiz cuadrada de 288 ¢Qué explicacién encuentra a esta
situacién?

Problema 38 Hallar el volumen de un tetraedro regular con aristas de 1 cm.

Solucion

L . 2 . ,
Un tal tetraedro puede inscribirse en un cubo de arista — cm, como ilustra la figura:

: 2 . .
es decir que el cubo de volumen — cm?® es el paralelepipedo circunscripto a tetraedro, luego el

2
volumen del tetraedro es 1— cm?.

Problema 39 Una arista de 2 cm de un tetraedro est4 en la recta m que pasa por AB; la arista
opuesta, de 3 cm, estd en la recta n que pasa por CD. Hallar el volumen del tetraedro.

Datos: A= (1,0, 0), B=(1,1,1),C=(1,0,1),D=(0, 1, 1).

Solucién

Hallaremos el volumen del paralelepipedo circunscripto. El drea de una cara del paralelepipedo
coincide con el drea del tridngulo de vértices (0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, -1, 0) que es:

1 3

Y(o19x(1-10))]-
La altura del paralelepipedo respecto de la cara considerada es la distancia entre las rectas my
n. La recta que pasa por (0, 0, 0) y (1, 1, -1) es perpendicular a m y n. La recta m se proyecta en

1
5(1,1,—1) ynen (0,0, 0). La distancia es ?3 , el volumen buscado es %




Problema 40 Hallar la distancia entre dos aristas opuestas de un tetraedro regular con aristas de 1 cm.

Solucion

Considerando el Problema 37 de este mismo ndmero de Notas de Geometria, la distancia entre las

aristas es igual a la longitud de la arista del cubo circunscripto al tetraedro, es decir -

Problema 41 Hallar las distancias entre las aristas opuestas del tetraedro con vértices (0, 0, 0),
(1,0,0), (0, 1,0), (0, 0, 1).

Solucién

Consideremos a, b, ¢ las aristas que concurren en (0, 0, 0) y d la arista opuesta a a. La altura h del
triangulo isésceles con vértices (0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) es perpendicular a d.

(0,0, 1)

(0,1/2,1,2)

WPIAD,

FEMAT
A
V)
:
&
(S <
AR

(1,0,0)
La arista a es perpendicular a las aristas ¢ y b, entonces es perpendicular a todo segmento del

plano que contiene a cy b, es decir, a es perpendicular a h; por lo tanto, la distancia entreay d es

. , 2 L : .
la longitud de h igual a - Los casos restantes producen situaciones idénticas al caso tratado.

Problema 42 Las caras que concurren en un vértice V de un tetraedro tienen angulo recto en el vér-
tice V. Las longitudes de las aristas que concurren en V'son 2 cm, 3 cm y 4 cm. Hallar
la altura del tetraedro que parte de V.

LEOMNETRIA T

Solucion

Si ubicamos el tetraedro en el espacio coordenado poniendo V = (0, 0, 0) y los vértices restantes
como (2, 0, 0), (0, 3, 0) y (0, 0, 4), podemos calcular la altura pedida como el cociente entre el
volumen del tetraedro y el drea de la cara opuesta a V.

NOTAS DE

El volumen es un sexto del volumen del paralelepipedo generado por los vectores (2, 0, 0), (0, 3, 0)
y (0,0, 4), esto es igual a 4 cm3. El drea de la cara opuesta a V'es la longitud del producto vectorial:

[((0,3,0)-(2,0,0))x((0,0,4) - (2,0,0)) | =|(~2,3,0) x (~2,0,4) | =|(12,8,6)|| = V244

La altura que parte de Ves:
4 2

cCM=—F7—Cm
V244 J61
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Problema 43 Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son (1,1, 1), (1, 2, 2), (2, 2, 1), (2, 1, 2).

Solucién

Calculando en el tetraedro trasladado de vértices (0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), el volumen
es un sexto del volumen del paralelepipedo generado por los vectores (0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1),
igual a:

1
— =|det
6

Usando la férmula de Lagrange, el volumen es:
1
—det
6

Problema 44 Una esfera de 0,2 cm de radio se desplaza con su centro sobre la recta que pasa por
(1,2,0)y (-1, 3, 1). Otra esfera de 0,5 cm de radio se desplaza con su centro sobre la
recta que pasa por (1, 1, 0) y (3, -2, -1). ¢Podrian chocar?

Solucion

La distancia entre las rectas es la distancia desde (1, 1, 0) al plano que pasa por (1, 2, 0), (-1, 3, 1)

y:

(1,2,0)+(=1,3,1)+(1,1,0) - (3,-2,-1) _ (<1,4.1)
2
Trasladamos los puntos restando (1, 2, 0), para calcular la distancia desde (1, 1, 0) - (1, 2, 0) =
= (0, -1, 0) al plano generado por (-1, 3, 1) - (1,2,0) = (-1, 1, 1) y (-1, 4, 1) - (1,2, 0) = (-2, 2, 1).
Esta distancia puede calcularse como:

(0,-1,0),(-1,1)x(-2,2,7))  [((0,-1,0),(-1,-10)) 1 2

(=11,1)x (-2,2,1) ~ =1=10)] =z oo

. V2
No pueden chocar, la suma de los radios es menor que -

Problema 45 un proyectil se mueve en linea recta en el espacio, pasando por el punto (1, 2, 3) y
luego por el punto (1, 1, 1). Hallar las coordenadas del punto en el que impactara al
plano de ecuacién z = 0.

Solucion

Usando la ecuacién paramétrica de la recta:

A(1,2,3)+(1-0)(1,1,1)=(1, A+ 1,20+ 1)

?

1o
2

. 1 . .
cortard al plano z= 0 cuando 2A + 1 = 0, es decir A = - El punto de interseccidn es ( ,

Problema 46 Los perimetros de las caras de una caja en forma de paralelepipedo recto son de
16 cm, 20 cm y 24 cm. Hallar el volumen de la caja.




Solucién
Sia, by cson las longitudes de las aristas de la caja tales que:
2(a+b)=16
2(b+¢)=20
2 +c)=24
en forma equivalente: a+b=8
b+c=10
a+c=12
Podemos resolver el sistema de ecuaciones usando la regla de Cramer:

8 1 0 1 8 0 1
det| 10 1 1 det| 0 10 1 det| 0
12 0 1 ) 1 12 1 1

C=

0
det 1 det
1

Es decirba=5,b=3yc=7.

Problema 47 Si los segmentos AB y CD son las diagonales de un paralelogramo en el espacio, mos-
trar que el drea del paralelogramo es igual a E”(A -B)x(C-D).

S,

: 5N

SOlUClOIl é/)o/‘ g
Sitrasladamos las diagonales de un paralelogramo dado para construir los lados de otro paralelo-

gramo, obtendremos un paralelogramo cuya 4rea seré el doble del area del paralelogramo dado. ™

<

La siguiente figura muestra que las diagonales del paralelogramo obtenido lo descomponen en cua-
tro triangulos; con los dos verdes se puede armar el paralelogramo dado, con los dos azules también.

’
|
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En el problema, A - By C - D son vectores paralelos a las diagonales del paralelogramo, luego
generan un paralelogramo de drea igual al doble que el paralelogramo dado.

Problema 48 En el cubo con aristas de longitud 4, scudl es la distancia de la recta que pasa por los
vértices AB y la recta que pasa por los puntos CD?, siendo C un vértice y D, el punto
medio de una arista.

Aa

B

PR T N B

Solucién
Podemos colocar el cubo en el espacio de modo que:

A=(a,0,0), B=(0,4,a), C=(0,0,a), D=
El volumen del tetraedro ABCD es:

-da a
—-a 0

0 a

La cara del paralelepipedo circunscripto al tetraedro que contiene a la arista AB, segtin lo visto en
el Problema 47, tiene area igual a:

2 2
2o~ Apxo-dll= (24,2 2 |- [
2 2 2 2 8

La distancia ente las rectas, segtin lo expuesto en el Apéndice, es:

a1 12
18 [13 , 9\13
Laa
8

Problema 49 La recta m pasa por (2, 3, 2)y (1, 2, 0) y las ecuaciones implicitas de la recta n son:

x+y—-z=1
x+y+z=0

Hallar un plano m paralelo a m que contenga a n. ¢Hay otro?

Solucién

Si tomamos dos niimeros a.y 3, por lo menos uno distinto de cero, podemos considerar la ecua-
cién dada por:

afx+y-z-1)+Plx+y+2) =0




En principio, esta es la ecuacién de un plano que contiene a n, ya que si (g, b, c) estd en n se cumple que:
{a +b-c=1

a+b+c=0
Luego:

aa+b-c-1+Pla+b+c)=0-0+p-0=0

El vector (2, 3, 2) - (1, 2, 0) = (1, 1, 2) es paralelo a m. Tomemos un punto en n, por ejemplo

1 1 33
(0,5,—5) y condicionemos los valores de a.y B para que el punto (1,1,2)+(0 - _E) ( 2,5) .

Verifique la ecuacién:
oax+y-z-1)+Px+y+2)=0
es decir:

a(1+§—§—1) +B(1+%+§) =0xa+48=0

Sisetomao=1yp =0, el plano m de ecuacién:

x+ty-z=1
(o0 -1
contiene a ny es paralelo a m. Solo restaria aclarar por qué es paralelo a m. Los puntos \ Y

3 3
estdn en wy el segmento que los une es paralelo al vector (1, 1, 2) y este es aralelo am.
y \ 279) y g q P y P

Con la figura a continuacién comentamos el enfoque geométrico de la solucién presentada al
problema.

C

Tomamos dos puntos en m, Ay B, |a diferencia B - A es un vector paralelo a m. Luego buscamos un
punto Cen ny lo trasladamos usando el vector B - A obteniendo C + B - A. Un plano que contenga
anya C+B—Aserdun plano paralelo a m dado que contendra al segmento de vértices Cy C +
B - A. De la familia de planos dados por las ecuaciones:

a(c+y-z-1)+fx+y+2)=0
elegimos uno que pase por C+ B - A.

No hay otro plano dado que por una recta y un punto exterior a la recta pasa un tnico plano. Ve-

33
remos que cualquier plano y que contenga a n y sea paralelo a m debe pasar por \1 >5) Como

_ 1
Y es paralelo a m, contiene una recta k paralela a m. Por el punto (0,5,—5} se puede trazar una
1\
recta [ paralela a k. La recta /y la recta que une \0 575 con son dos rectas paralelas

1 1
a m que pasan por \0,5,—5) , deben coincidir ya que por un punto exterior a una recta pasa una
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Unica paralela. Entonces el punto (0, debe estar en |y, por consiguiente, en ¥y; por lo tanto,

Y y & coinciden.

Problema 50 Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta m que pasa por los
—_— e o P que p P
puntos de coordenadas (3, 2, 1), (2, -1, 1) y el plano & que pasa por los puntos de

coordenadas (1, -1, 0), (0, 1, -1) y (1, 0, -1).
Solueion
Usaremos la ecuacién paramétrica de la recta dada por:
A3,2, )+ (1, N2, -1, T)=(A+2,3A-1,1)
Los puntos (A + 2,31 -1, 1), (1, -1, 0), (0, 1, -1) y (1, 0, -1) son coplanares si los puntos

(M+2,3h-1,1)-(1,-1,0) = (A + 1,3, 1)
(0,1,-1)-(1,-1,0) = (-1, 2, -1)
(1,0,-1) - (1,-1,0) = (0,1, -1)

Estan en un plano que pasa por el origen. Esto tltimo equivale a que se cumpla la identidad:

A+1 3A

D,
a
.

~4n-2=0

o~

EMAT,
o
. ]
A
2
AN
?
2 3
. iy
omm

1 , : 3 3
Luego A = R las coordenadas del punto de interseccién son (5,—5,1) .
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APENDICE

Angulos diedros, 4ngulos triedros

Un dngulo diedro es una de las dos regiones del espacio limitado por dos semiplanos unidos por sus

bordes.
A/

Los semiplanos limitan dos regiones en el espacio. Cada una es un dngulo diedro, el dngulo en la
region con la letra A se denomina angulo convexo, el que tiene la letra B se denomina céncavo.

R
g
>

)

E>

4

Los semiplanos se llaman caras del angulo y el borde comlin, arista del angulo.

La medida del dngulo diedro es la medida de cualquier &ngulo ordinario con un lado en cada cara
del angulo diedro y ambos lados perpendiculares a la arista del diedro.

g

v
&
2

PE LEOMETRIA T

Los lados m y n del dngulo ordinario deben ser perpendiculares a la arista a del diedro.

Un dngulo triedro es una de las dos regiones del espacio limitada por tres angulos ordinarios unidos
de a dos por sus lados y por sus vértices.

Los lados comunes de los angulos ordinarios se llaman aristas del dngulo triedro y el vértice comun de
los angulos ordinarios se llama vértice del dngulo triedro.

y
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Fuera de las situaciones extremas donde el angulo diedro es de 180° o el dangulo triedro tiene sus
aristas en un mismo plano, uno de los dngulos es convexo y el otro cdncavo. Podemos decir que el
convexo puede ser representado dentro del céncavo al simetrizarlo respecto del vértice.

Determinantes

En la Nota de Geometria N° 6 se ha introducido el concepto de determinante de matricesde 2 x 2y
3 x 3 asociado al calculo de dreas y voltimenes. En la presente nota se dan un par de elegantes fér-
mulas para el célculo del volumen de un tetraedro. Estas férmulas usan determinantes de matrices
de4 x4 enuncasoyde5 x5, en el otro. A continuacién se expone brevemente sobre el concepto
y el cdlculo de determinantes de matrices.

El determinante es un nimero que se le asigna a una matriz cuadrada numeérica, es decir que los
elementos en sus entradas son nimeros.

J
<
i
2,

“Ungou?
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El determinante de una matrizde 1 x 1 es el nimero que se encuentra en la matriz.
El determinante de una matriz de 2 x 2 esta dado por la expresion:

det a Z =axd-cxb
C

El determinante de una matriz de 3 x 3 se puede definir como:

a b ¢

det| d e [ |=axdet : f —bxdet f +cxdet

g h i : & !

En forma similar, el determinante de una matriz de 4 x 4 tiene una definicién en términos de de-
terminantes de 3 x 3.

aQ‘I a21 a22

a,, a, a

31 32

a,, a

s 4a

42

Definido el determinante para matrices de 4 x 4, se puede imaginar cémo serd la definicién para
matrices de 5 x 5, e incluso continuar con la regla recursiva para matrices de orden superior.

N
N




A pesar de lo tedioso que puede ser desarrollar un determinante en forma completa siguiendo
la forma recursiva, no es tan complicado evaluar un determinante de orden bajo, debido a las
propiedades fundamentales que este posee y se pueden encontrar en los libros introductorios al
algebra lineal.

Para poner en préctica las férmulas de volumen, se pueden usar programas gratuitos de calculos,
que se encuentran en Internet, por ejemplo, Matrix Calculator.

Regla de Cramer

Las coordenadas (x,, y,) del punto de interseccién de dos rectas en el plano, de las que se tienen
sus ecuaciones implicitas:

ax+by=c

dz+ey=f

pueden ser calculadas usando la siguiente expresién, conocida como regla de Cramer:

c b a
Foe det J
a b S0 = a

d
d e etd

Naturalmente, el determinante age — db tiene que ser distinto de cero.

Lo mismo ocurre si se buscan las coordenadas (x, y,, z,) del punto de interseccién de tres planos
en el espacio, dadas sus ecuaciones:

A
<
3

PIAG,
WAPIADG
o 2
s G o
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“Ungoud

ax+by+cz=e
fx+gy+hz=i
Jx+ky+lz=m

4

g
5

En este caso es:

Yo =

det| f f
J / J

Aquif, el determinante comtn en los denominadores debe ser distinto de cero.

Corresponde agregar que la regla de Cramer tiene un enunciado similar, en términos de determi-
nantes, en el caso de sistemas lineales de n ecuaciones con n incégnitas.

Desigualdad de Hadamard

Una interesante desigualdad, debida al matematico francés Jacques Hadamard, establece que el
valor absoluto del determinante de una matriz es menor o igual que el producto de las longitudes
de sus filas, pensadas como las coordenadas de un vector, y vale la igualdad si las filas son orto-
gonales dos a dos, esto es, si los productos escalares dos a dos son ceros. También es valido este
enunciado si se reemplaza en él la palabra filas por columnas.

* NOTAS DF ZEOMETRIA 7

En el caso de matrices de 2 x 2 0 3 x 3, las desigualdades de Hadamar que estan dadas por:
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det[ a
c

det[ a
c

] (Va0 (Ve s )

b
d
v ]s(mcz)(wgw)

s(\/az+bz+c2 )(\/a’z+e2+f2 )(\/g2+h2+i2)

s(\/a2 +d*+ g’ )(\/b2 +e’+h )(\/c2 +f? +i2)

g

pueden interpretarse geométricamente. En el primer caso, se define que el 4rea del paralelogramo
generado por los vectores no nulos (a, b) y (c, b) es menor o igual que el area del rectangulo cuyos
lados tienen las longitudes de estos vectores, y resulta claro que para que las areas coincidan, de-
ben ser (a, b) y (c, d) vectores perpendiculares.

‘---

(c,d) g

(4, b)

En el segundo caso, se determina que el volumen del paralelepipedo generado por los vectores (g, b, ¢),
(d, e, f), (g h,i)es menoroigual que el volumen del paralelepipedo recto cuyas aristas tienen las mismas

longitudes que (g, b, ¢), (d, e,f) y (g, h, i). En la figura, v=(a, b,c),u=(d, e, f) yw= (g h, i).




YVolumen del tetraedro

Segun puede verse en el Problema 8.18 del libro Area y volumen en la geometria elemental, pagina 301,
el volumen de un tetraedro ABCD puede calcularse como un tercio del volumen del paralelepipedo

circunscripto al tetraedro, cuyos vértices son A, B, C, D y los respectivos simétricos en cuanto a es-

L. A+B+C+D . L.
tos vértices respecto del punto P = — promedio de los vértices del tetraedro. Entonces

|OS vértices restantes son:
-A+B+C+D

2
A-B+C+D

A'=2P- A=

B =2P-B=

A+B-C+D

2
A+B+C-D

C'=2P-C-=

D'=2P-D=

El volumen del paralelepipedo puede calcularse como el valor absoluto del determinante de la
matriz cuyas filas se forman con las coordenadas de C' - A, D' - Ay B’ - A.

Seanu=(a,b,c),v=(d, e f)yw= (g, h,i) vectores en el espacio. El paralelepipedo generado por u,
vy w es el que tiene por vértices los vectores u, v, w, u + v, u + w, v+ w, u + v+ w.

v+w

U
El volumen de este paralelepipedo puede ser calculado como:

a b ¢
det| d e f

g h i

3 NOTAS DE £EOMETRIA T
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Ademds, el tetraedro que tiene por vértices a 0, u, v, w tiene por volumen a ‘ del volumen del

paralelepipedo.

Férmula de Tartaglia

La férmula de Tartaglia permite calcular el volumen de un tetraedro en funcién de las longitudes
de sus aristas; naturalmente es el hecho analogo al de la férmula de Herdn para dreas de tridngu-
los. En esta férmula interviene la funcién determinante de una matriz de 5 x 5.

Si enumeramos los vértices de un tetraedro con los digitos 1, 2, 3, 4 y denotamos con el simbolo
d, la longitud de la arista que tiene como vértices al vértice i y al vértice j:

1,
Ry
)
g
>
2

El volumen del tetraedro esta dado por:

Férmula de Lagrange

La férmula de Lagrange para el drea de un tridngulo con vértices en los puntos de coordenadas
(a, b), (c, d) y (e, f) puede calcularse como:
1
1
5 det 1
1

3 NOTAS DE £EOMETRIA T

Una férmula similar para el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos de coordenadas

(a,b,¢),(def), (g h i)y (k) estd dada por:

N
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Producto escalar

En el plano o en el espacio en los que se ha introducido un sistema de coordenadas cartesianas
con origen 0, se define una operacién entre vectores, llamada producto escalar o producto interno, que
juega un rol primordial en el enfoque algebraico de la geometria.

Es usual indicar el producto entre dos vectores u y v con el simbolo de paréntesis angulares, es
decir, con (u,v) se representa el producto escalar entre el vector u y el vector v.

Si bien hay otros productos internos, vamos a definir un producto interno para el plano y un
producto interno para el espacio. Estos son los productos candénicos que se utilizan para el trata-
miento de la geometria euclideana del plano y el espacio.

Producto escalar en el plano

El producto escalar en el plano se define de la siguiente forma en funcién de las coordenadas de
los vectores.

{(a, b), (c, d)) = ac + bd

Producto escalar en el espacio

-

q
<
kS

En forma similar al caso del plano, el producto escalar en el espacio se define en funcién de las
coordenadas de los vectores.

(@, b, ), (d, e, f))=ad + be +cf

Notar que el producto escalar entre dos vectores da como resultado un nimero.

Propiedades del producto escalar

Ya sea para el plano o el espacio, el producto escalar verifica las propiedades siguientes, expresa-
das en forma sintética, donde u, vy w representan vectores y o. un nimero real.

) W)= u)
i) {u, v+w) =, v+ u w
i) (o u, v) = (u, v

iv) (u, u) > 0y si (u, u) = 0 entonces u = 0.

PE LEOMETRIA T

Norma o longitud, distancia, perpendicularidad

A partir del producto interno se puede establecer la norma o longitud de un vector, la distancia
entre dos puntos y la perpendicularidad entre dos vectores.

v
<
z
La longitud de un vector u se denotaré con ||u|| y esta dada por la siguiente expresién: ’%2\
[l = /o) o

En el caso del plano es: 49




||(">b)||= \/((",b):(a»b» =N +b’

En el caso del espacio es:
||(a,b,c)||= \/<(a,b,c),(a,b,c» “Ja+b +¢

La distancia entre dos vectores u y v esta dada por la longitud de v - v, es decir, por la expresién:

[l = vl =[(u=v,u=v)

u—v

En el caso del plano, la distancia entre (a, b) y (c, d) esta dada por:
Ja=c) +(b-dY
En el caso del espacio, la distancia entre (g, b, ¢) y (d, e, f) es:

Ja=d) +(b=e) +(c—f)

Dos vectores u y v no nulos son perpendiculares si el tridngulo con vértices 0, u, v es recto en 0.

INgoud

0

Por el teorema de Pitagoras tendria que ser el cuadrado de la distancia entre u y vigual a la suma
de los cuadrados de las longitudes de u y de v, es decir:

U=y u=v)=@u+Hv)

Por las propiedades del producto escalar, el primer miembro de la igualdad precedente puede
desarrollarse como:

<“) “) - 2<”: V> + <V) V)

La igualdad planteada equivale a:
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u,vy=0

De este modo, para establecer |la perpendicularidad entre dos vectores solo hay que verificar si el
producto escalar entre estos es cero.

@]
o




Cuando el producto escalar entre dos vectores es cero, se dice que son vectores ortogonales: este tér-
mino extiende el concepto de perpendicularidad que es aplicable a vectores no nulos, es decir que
vectores perpendiculares son ortogonales.

Teorema de Pitégoras

Tanto en el plano como en el espacio, se cumple la siguiente identidad conocida como teorema
de Pitagoras.

Si los vectores u y w son ortogonales, entonces:

[l +viF =l +[WIF

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Siuyvson vectores en el plano, o en el espacio, tiene lugar la siguiente desigualdad:
[ (o) <[l ]

conocida como la desigualdad de Cauchy-Schwarz. También puede conocerse como desigualdad de
Bunyakovsky.

Complemento ortogonal

Dado un vector u no nulo en el plano, o en el espacio, el lugar geométrico de los vectores w tales
que (u, w) = 0, en el caso del plano, es la recta perpendicular a u que pasa por el origen de coorde-
nadasy, en el caso del espacio, es el plano perpendicular a u que pasa por el origen de coordena- .~
das. Si ponemos u = (g, b) y w = (x, y), el lugar geométrico es la recta de ecuacién: ¢

e

B

“
Y,

=

g
5

u, wy =ax+by=0
Siu=(a,b,c)yw=(xy,2z), el lugar geométrico es el plano de ecuacién:
(u,wy=ax+by+cz=0

En cualquier caso, el lugar geométrico considerado se denomina complemento ortogonal de u.

Producto vectorial y producto mixto

Ademas del producto escalar, en el espacio hay otro producto entre vectores llamado producto
vectorial. El producto vectorial se notard usando el signo x, es decir, la expresién u x v indicara el
producto vectorial entre los vectores u y v.

El producto vectorial entre dos vectores es otro vector, damos la expresién del producto vectorial
en funcién de las coordenadas de los vectores.

(a, b, ¢) x (d, e, f) = (bf — ec, cd — af;, ae — db)
Notar que si escribimos el determinante de la matriz:

z

c
f
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entonces el producto vectorial entre (a, b, ¢) y (d, e, ) es precisamente (a, 3, Y).

El producto mixto es el producto escalar entre un vector wy el producto vectorial de dos vectores
uyv. La férmula para este producto serifa:

W, u x v)

Si ponemos w = (x, y, z), u = (a, b, ¢), v=(d, e, f) y como antes u x v = (a, f3, Y) el producto mixto
resulta:

Y
(wyuxv)y=x-a+ y-B+z-y=det b
e

c
f

Propiedades del producto vectorial

Las propiedades enunciadas a continuacién se desprenden de la definicién del producto vectorial.
En este caso, con u, vy w representamos dos vectores en el espacio y con o, un ndmero real.

1) vxu=—(uxv)

) ux(V+w)=uxv+uxw

i) (o u)yxv=o-(uxv)=ux(ow)
V) (U, uxvy=0={uxv)

v) ux(o-u)=0

vi) [foul[=od [Jul

La cuarta propiedad establece que si u, vy u x v son vectores no nulos, entonces u y u X v son per-
pendiculares, también vy u x v son perpendiculares. En consecuencia, u x v es un vector perpendi-
cular al plano que pasa por 0, u y v. El plano mencionado se conoce como plano generado por u y v.

uxyv

)

—

En la figura precedente, el paralelogramo representa el plano generado por uy v, el producto vec-
torial u x v es perpendicular a este plano.

Si consideramos el paralelepipedo generado poru, vy u xv;




B anEL T

por lo visto en el apéndice del N° 6 de Notas de Geometria, el volumen del paralelepipedo es el valor
absoluto del determinante de la matriz cuyas filas estan dadas por las coordenadas de u, vy u x v,
en cualquier orden. Si ponemos, como antes, u = (a, b, ¢),v=(d, e, ) yu xv= (0, B7), el volumen es
el valor absoluto del determinante:

Y
c

det =(uxv,uxv)=|uxv|f

f

donde la igualdad surge de elegir w = u x v en la expresién del producto mixto anteriormente ex-
puesta. Notar que el miembro de la derecha (u x v, u x v) es el cuadrado de la longitud de u x v.

Por otra parte, el volumen del paralelepipedo es el drea de la base que notamos con 9 por la altu-
ra, puesto que u x v es perpendicular al plano de la base del paralelepipedo, resulta que la altura
es |u xv||. Igualando las expresiones para el volumen:

& x|luxv||=|uxv|f
y simplificando, obtenemos:

O =|lux ]|

Area del paralelogramo

Dados dos vectores u y v en el espacio que no estén sobre una misma recta, se genera un parale-
logramo tomando como Vértices los puntos 0, u, vy u + v, al que llamamos paralelogramo generado
poruyv.

utv

0

Es importante destacar este hecho:

El valor del drea del paralelogramo generado por u y v coincide con el valor de la longitud del producto vectorial u x v.
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Nota: Dos vectores u y v no siempre generan un paralelogramo: si los vectores estan sobre una mis-
ma recta que pasa por el origen, 0, u, vy u + v no son los vértices de un paralelogramo.

La siguiente figura ilustra una tal situacién de lo que se podria llamar un paralelogramo degenerado.

Este es el caso en que v es un multiplo de v o v es un mdiltiplo de u, siendo el producto vectorial
entre u y vigual a cero.

Del mismo modo, tres vectores no generan un paralelepipedo si se encuentran sobre un mismo
plano.

El drea de un paralelogramo de vértices ABCD, ordenados siguiendo el contorno, coincide con el drea del paralelo-
gramo generado por los vectoresu =B - A, v=D - A.

La afirmacién precedente se funda en el hecho de que, si trasladamos ABCD usando el vector —A,
obtenemos el paralelogramo generado por los vectores u y v.

0 u

La férmula de area dada por el producto vectorial también puede usarse para calcular dreas de
tridngulos en el espacio. Dado que todo tridngulo es la mitad de un paralelogramo, por ejemplo,
el triangulo de vértices ABC es la mitad del paralelogramo de vértices ABDC donde D =B + C - A.

Hemos usado el término mitad para expresar que ABC es uno de los dos tridngulos congruentes
que conforman el paralelogramo.

Alineacién
Podemos establecer la siguiente propiedad referida al producto vectorial.

Siux v =0 entonces u y v estdn sobre una misma recta.




Es claro que, si u y v no estuvieran sobre una misma recta, ellos generarian un paralelogramo cuya
drea serfa un ndmero positivo igual a la longitud de u x v, esto contradice la igualdad u x v = 0.

Esta propiedad puede ser utilizada para decidir si tres puntos en el espacio estan alineados o no.
Que los puntos u, v, w del espacio estén alineados equivale a que se dé la igualdad:

v—uyx(w—u)y=0

V—w

La posicién relativa de los puntos u, v, w es la misma que la de los puntos 0, u - w, v - w, dado que
estos ultimos se obtienen por traslacién de los primeros usando el vector —w.

Ecuaciones implicitas de la recta que pasa por dos puntos

Dados dos puntos distintos u y v, en el plano, de coordenadas v = (4, b) y v = (d, e), la condicién de

que un punto w = (x, y) esté en la recta que pasa por u y v equivale a que el tridngulo de vértices
wuv tenga area cero. Por la Férmula de Lagrange, que el drea de dicho triangulo sea cero, equivale
a que se verifique la ecuacién:

Podemos tomar la ecuacién precedente como la ecuacién implicita de la recta que pasa por los
puntos u'y v.

Dados dos puntos distintos de coordenadas u = (g, b, c) y v = (d, e, f) en el espacio, se puede en-
contrar ecuaciones implicitas para la recta m que pasa por estos puntos, partiendo del criterio
enunciado anteriormente que establece que u, vy w estén alineados, equivale a que se cumpla la
igualdad (v —u) x (w—u) = 0. Siw = (x, y, 2), esta identidad se expresa como:

(c—fly+(e—b)z+bf—ce=0

(f—o)x+(a—d)z+cd—f=0

(b—ex+ (d—a)y+ae—bd=0
Si bien hay tres ecuaciones, solo dos de estas son suficientes para determinar los puntos de la rec-
ta m. Para justificar este hecho de que dos ecuaciones son suficientes, consideremos, por ejemplo,

¢ # fy mostremos que si la primera y la segunda ecuacién se cumplen, entonces la tercera también.
Dado que, por propiedad del producto vectorial es:

v—u, (v—u)x (w—u)=0

Es decir:
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(@-d)(c—Fy + (e b)z+ bf-ce) + (b—e)(F-x+(@—d)z+cd—f)+
+(c—f)b—ex+ (d—a)y+ae—bd)=0
Si las ecuaciones primera y segunda se cumplen, resulta de la identidad precedente que:

(a-d)-0+0b-e) 0+ (c—f)((b—e)x+ (d—a)y+ae—bd) =
=(c—f)(b—ex+ (d—a)y+ae—bd)=0

Como c #f, c—f# 0y debe ser:
(b—ex+ (d—a)y+ae—bd=0

Con el mismo razonamiento se puede mostrar que si a # d, la primera ecuacion es innecesaria y si
b # e, la segunda ecuacidn es innecesaria.

Ecuaciones vectorial y paramétrica de recta que pasa por dos puntos

La recta m pasa por dos puntos distintos Ay B. Si el punto X estd en m, trasladando segtin el vector
A, se tiene que X - A es un multiplo de B - A, es decir que existe un nimero real A tal que:

X—A=\-(B-A)
o bien:
X=AB+(1-WA

La expresion AB + (1 - A)A donde A recorre los ndmeros reales, se llama ecuacion vectorial de la recta
que pasa por AB.

AhorasiA=(a,b)yB=(c,d)enel plano,oA=(a,b,c), B=(d,e,f)en el espacio, la ecuacién vec-
torial puede escribirse, en cada caso, como:

((c-a)h+a, (d-b)\+b)
(d-a)h+a, (e-b)h+b,(f-c)\h+¢)

Estas ecuaciones son: la ecuacion paramétrica de la recta m, en el planoy en el espacio, respectivamente.

Ecuacidn implicita del plano que pasa por A, B, C

Pongamos A= (a,b,¢), B=(d,e,f)y C=(g, h, i), tres puntos no alineados por donde pasa un plano.
La condicién para que un punto X = (x, y, z) esté en el plano que pasa por ABC equivale a que el
tetraedro de vértices XABC tenga volumen cero. Segtin la Férmula de Lagrange, esto es:

z

(4

f

i

Ecuacién vectorial y paramétrica del plano que pasa por A, B, C

Si X estd en el plano I que pasa por los puntos no alineados A, B, C, X - A estd en el plano genera-
do por los vectores B- Ay C- A, es decir del plano que se obtiene al tomar todas las sumas:

- (B-A)+p-(B-A)




donde ay 3 recorren los nimeros reales. Resulta X=0o - (B-A)+ - (B-A)+A,y, como en el caso
delarecta, o (B-A)+ - (B-A)+Aeslaecuacién vectorial del plano II.

Ahora, siA=(a,b,c),B=(d,e,f)y C= (g, h,i), |la ecuacion vectorial puede escribirse como:
(d-a)a+(g-a) +a,(e-bjo+(h-b+b, (f-)a~+(i-cp+c)

siendo esta ultima la ecuacion paramétrica del plano TI.

Proyeccidn ortogonal

Dada la recta m en el plano o en el espacio, se puede considerar la proyeccion ortogonal de un punto
P sobre la recta m, definida como el punto Q en m tal que el segmento PO es perpendicular a m.

La distancia desde P a Q es la menor distancia entre las distancias desde P a un punto de la recta
m. Esta se llama distancia del punto P a la recta m.

Del mismo modo, dado un plano IT en el espacio, la proyeccion ortogonal de un punto P sobre la recta
m, definida como el punto Q en m tal que PQ es perpendicular a TI.

’
|

P

)

_— c—

Aqui también, la distancia desde P a QO es la menor distancia entre las distancias desde P a un
punto del plano TI. Esta se llama distancia del punto P al plano TI.

La distancia entre dos rectas m y n es la menor distancia que puede obtenerse entre un punto de my
un punto de n. Es claro que, si las rectas se cortan, esta distancia es cero.

En otro caso, las rectas pueden ser paralelas o alabeadas. En cualquiera de estos casos, veremos
que si Py Q son puntos en m y n, respectivamente, tales que el segmento PQ es perpendiculara m
y a n, entonces la distancia entre my n es la longitud del segmento PQ.
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Dados los puntos Ay B en my n, respectivamente. Si A es distinto de P, podemos formar el parale-

logramo de vértices P, O, A + O - P, A, que es un rectangulo puesto que el tridngulo APQ es recto
en P.

L
— |

A+Q—P

Si consideramos el plano I que pasa por A, P, O, el segmento que une A con A+ QO - P es perpen-
dicular a II, pues por ser paralelo a PQ, es perpendicular al segmento BQO y es perpendicular al
segmento que une Q con A + O - P, que es un lado del rectangulo. En consecuencia, A+ QO - Pes
la proyeccién de A sobre el plano II, por lo tanto, la distancia desde A a B es mayor o igual que
la distancia desde A al plano I1, que es la distancia desde Aa A + O - P, que es igual a la distancia
desde Pa Q.

Célculo de la proyeccién ortogonal

Consideremos primero el caso de la recta m que pasa por 0 y uy el punto v que no esté en m.

(uy)
{u,u)
estd en my el segmento que une v con Q' es paralelo av-Q". Si calculamos:
(v=0",uy={v,u)- {v) “(u,uy=0
(u,u1)

se tiene que v - Q' es perpendicular a u, luego es perpendicular a m.

El maltiplo Q' del vector u dado por:

La férmula de la proyeccidn, en este caso, es:

En el caso general, si tenemos m la recta que pasa por AB y el punto P, podemos trasladar la
situacidn al caso anterior conu =B - A, v= P - A usando la traslacién asociada al vector —A.

La proyeccién es:
_(B-AP-A) (B-A)

Para retornar al caso general, trasladamos usando el vector A y obtenemos:
(B—A,P-A)

= T (B-A)+ A

¢ (B—Aﬁ—A)( )

La figura ilustra la situacién.




Para calcular la proyeccién del punto w sobre el plano IT que pasa por 0, u, v, es decir por el plano
generado por los vectores u y v, ponemos:

S (uxv,w)
Q= (uxv,uxv) ()

Usando las propiedades del producto escalar es posible mostrar que Q' esta en el plano ITy que
el segmento wQ' es paralelo a u x v, es decir perpendicular a IT.

>
g
<

Para el caso general, dado el punto Py el plano que pasa por ABC, llevamos el problema al caso /\0
anterior poniendou =B -A,v=C-A, w=P - A para obtener la proyeccién O como Q’ + A. o

La férmula de la proyeccién en este caso es:
(B-A)x(C-A),P-A)
(B~ A)x(C - A)f

1

0=P- ((B-A)x(C-A))

’
|

Distancias varias
i) Distancia desde un punto P a la recta m que pasa por los puntos A, B

Poniendo u =B - A,v=P-A, por lo expuesto sobre proyeccién ortogonal, la distancia de
P a m coincide con la distancia desde v a su proyeccién sobre la recta generada por u, es

u,v

{u,u)

decir, al vector -u . La distancia estd dada entonces por:

Otra alternativa es usar la férmula de 4rea del paralelogramo generado por uy v dada por
la longitud del producto vectorial u x v. El drea es también igual a la longitud de un lado
por la altura correspondiente. Podemos usar ||u|| como longitud de un lado y la altura co-
rrespondiente h, que coincide con la distancia desde v a la recta generada por u.

3 NOTAS DE £EOMETR
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Distancia desde un punto P al plano TT que pasa por los puntos A, B, C

En este caso ponemos: u=B-A,v=C-Ayw=P-A. Ladistancia estd dada por la distancia

(uxv,w)

entrewy w— (uxv), es decir, esta es:

UXV,UXV)

(uxv,w) (uxv) |<"’XV>W>|

{uxv,uxv) [l x V]|

Otra forma es usar el volumen del paralelepipedo generado por u, vy w, dado por el valor
absoluto del determinante de la matriz cuyas filas se forman con las coordenadas de u, vy
w. También el volumen es drea de una cara por la altura correspondiente. Usando la cara
generada por u y v, cuya area es ||y x v||, la altura correspondiente h coincide con la distan-
cia desde w al plano generado poruy v.

La distancia estd dada por:

NOTAS DE &LEOMETRIA T

donde u = (u,, u,, u,),v=_(v,, v,, v,), w = (w, w,, w,).

iii) Distancia desde un punto P al plano TT de ecuacién ax + by + cz=d

En primer lugar, mostremos que el plano IT es paralelo al plano y de ecuacién ax + by +cz = 0.
Para ello mostraremos que y se puede trasladar de modo que coincida con ww. Siv=(d, e, f)




es un punto en I, veremos que y + v =II donde con y + v estamos indicando el trasladado
de y segtin el vector v.

Siw=(h,i,j)estd eny, entoncesw +v=(d+h, e+ +f)verifica la identidad:
a(d+h)y+ble+i)+c(j+f)=ad+be+c+ah+bi+cf=d+0=d
Es decir, w + v estd en I1.

ualquier punto u u u -
Por otra parte, cualquier punto u de Il puede obtenerse trasladando un elemento de y se
gun w. En efecto, u =u -w + wy se puede comprobar que u - w verifica la ecuacién de v, es
decir, es un elemento de y.

El vector r=(a, b, c) es perpendicular a y, puesto que y esta dado por los vectores u = (x, y, z)
tales que (, u) = 0.

o P

La proyecciéon Q de P sobre y puede obtenerse sumando a P un multiplo de r, es decir
Q=P+ a-r,siendo, ademds:

Q) =d=¢P)+a ()
de donde resulta:
B d- (r,P>
Iali
La distancia desde P a Q es:
d—{(r,P) [(r,P)-d
jo-F- |- =P _liePid
I 1l
De esta manera obtenemos una férmula para hallar la distancia desde P a t cuando cono-
cemos una ecuacién para m y las coordenadas de P. Si P = (m, n, k) la distancia estd dada
por la férmula:

=
<
o/
-
2
=
N
A

|am + bn + ck - d|
V& + b+

Distancia entre la recta que pasa por A, By la recta que pasa por C, D

a la distancia desde un punto de la recta que pasa por A, B, a la recta que pasa por C, D.

Qo
Si las rectas se cortan, la distancia es cero. Si las rectas son paralelas, la distancia es igual 1‘\
*
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Si A, B, C,y D fueran los vértices de un tetraedro donde los segmentos AB y CD son aristas
opuestas, veriamos que la distancia entre las rectas es igual a la altura del paralelepipedo
circunscripto al tetraedro respecto de la cara que contiene a AB.

Bl

<

CI

P - Ces perpendicular a IT y teniendo en cuenta que:
Q=D+P-C=P+D' - C
dado que D-C=D"-C, y que los puntos C’, D', P, O son los vértices de un paralelogramo,

resulta entonces que Q esta en el plano ITy siendo el segmento DQ perpendicular a I, O
es la proyeccién de D sobre I1.
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Como PQ es paralelo a C'D’, PO no es paralelo a AB, luego la recta que pasa por PQ corta
a la recta que pasa por AB en un punto R del plano II, este punto es la proyeccién de un
punto S sobre la recta CD.
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El segmento SR es perpendicular a los segmentos ABy CD, es decir que la distancia buscada
entre estas rectas es la longitud de SR, que es la altura del paralelepipedo circunscripto al
tetraedro ABCD. Esta distancia puede calcularse como la distancia desde C al plano que
pasa por A, B, C.

Simetria respecto de un punto, una recta, un plano
La simetria de un punto P respecto de:
i) un punto C, es un punto P’ tal que C sea el punto medio del segmento PP’

i) unarectam, es un punto P’ tal que el punto medio del segmento PP’ esté en my el segmen-
to sea perpendicular a m;

MaAT,

1
%
K

WPIAD,

iif) un plano I1, es un punto P’ tal que el punto medio del segmento PP’ esté en I1y el segmen-
to sea perpendicular a II.

SE o
A
S
:
S
:

En el primer caso debe ser:
_P+F

2

C

De modo que:
P'=2C-P

En la figura, P" es simétrico de P respecto de C.

Para la simetria, tanto respecto de una recta m como de un plano II, usamos la proyeccién orto-
gonal O de P: sea sobre la recta m o el plano I1, para obtener P’ como:

P'=20-P

)
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Homotecia

La siguiente férmula corresponde a la expresién vectorial de una homotecia con centro Cy razén
\. El transformado por esta homotecia de un punto P es el punto P’ dado por:

P'=C+h-(P-C)=aP+(1-2)C

Paralelismo y perpendicularidad

Las rectas m y n son paralelas si dados dos puntos distintos en cada recta: Ay Benm, Cy D en n,
los vectores B- Ay D - C son uno muiltiplo del otro.

Un plano ITy una recta m son paralelos si Il contiene una recta n paralela a m.
Dos planos son paralelos si coinciden o no se cortan.

Las rectas my n son perpendiculares si dados dos puntos distintos en cada recta: Ay Benmy Cy
D en n, el producto escalar (B — A, C— D) = 0.

Un plano ITy una recta m son perpendiculares si m es perpendicular a dos rectas no paralelas que
estén en I1.

Dos planos son perpendiculares si se cortan formando un dngulo diedro de 90°.

Angulos

El dngulo entre dos rectas, my n, es el d&ngulo que forman una recta paralela a my una recta para-
lela a n que pasen por un mismo punto.

Nota: Dos rectas que se cortan delimitan cuatro dngulos, iguales de a pares por opuestos por el vértice. Convenimos
en llamar dngulo entre las rectas al menor valor entre los dos posibles.

El angulo entre una recta m y un plano I es el angulo que forma m con la recta obtenida al pro-
yectar ortogonalmente m sobre I1.

El dngulo entre dos planos paralelos es 0. El angulo entre dos planos que se cortan en una recta es
el menor valor de los angulos diedros que estos planos limitan.




Problemas propuestos e

1. Hallar la altura del tetraedro que tiene por vértices a los pun-
tos de coordenadas (1, 1, 1), (-1, -1, 1), (1, -1, -1), (-1, 1, -1).

2. Hallar el pie de cada altura del tridngulo en el plano cuyos
vértices estan dados por los puntos de coordenadas (3, 2),
-4, 1), (7, 5).

3. Hallar el pie de una altura del tridngulo en el espacio cuyos
vértices estan dados por los puntos de coordenadas (2, 1, 2),
(-3,-1, 1), (0, 2, 3).

4. Hallar las coordenadas del circuncentro del tridngulo cuyos
vértices son los puntos de coordenadas (9, 2), (8, 5) y (-3, 8).

5. Hallar las coordenadas del ortocentro del tridngulo del Pro-
blema 4.

6.Hallar un pie dealtura del tetraedro cuyos vérticesson (1,1, 1),
(-1,-1, 1), (1,-1,-1), (-1, 1, -1).

7. Las aristas de un paralelepipedo miden 6 cm, 9 cmy 11 cm.
i) ¢Puede tener un volumen de 600 cm3?

i) Sisu volumen es 594 cm3, hallar el area de cada cara
del paralelepipedo.

8. Hallar el volumen del paralelepipedo generado por (1, 2, 3),
(2, -1, 2) y el producto vectorial

(1,2,3)x (2, -1, 2).

9. Hallar el pie de la altura de la pirdmide cuyos vértices son
los puntos de coordenadas (1, 1, 0), (1, -1, 0), (-1, -1, 0),
(-1,1,0), (7,5, -9).
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10. sSobre qué cara apoyarfa el tetraedro cuyos vértices son
los puntos de coordenadas (1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 1,0) y (1, 0, 0)
para que alcance la menor altura posible?

11. El segmento AB es la proyeccién del segmento CD sobre
el plano m. jCuando ocurre que AB y CD tienen la misma
longitud?

12. ;Qué 4ngulo debe haber entre un segmento y un plano
para que la longitud de la proyeccién del segmento sobre el
plano sea la mitad de la longitud del segmento?

13. Las proyecciones de un segmento sobre los planos coorde-
nados tienen longitudes 3 cm, 4 cm y 5 cm. Hallar la longitud
del segmento.

14. Las proyecciones ortogonales de un cuadrilatero en el es-
pacio, sobre los planos coordenados, son figuras de areas
3 cm?, 4 cm?y 5 cm?. Hallar el drea del cuadrilatero.

15. Hallar la distancia entre el punto de coordenadas (4, 2, 1)
y el plano de ecuacién:

2x-y+3z=35

16. Hallar un punto A en la recta m y un punto B en
la recta n tales que el segmento AB sea perpendicu-
lar a ambas rectas, sabiendo que m pasa por los pun-
tos de coordenadas (2, 2, 1), (1, 2, 2) y n pasa por

(1,1,2)y (2,1, 1).

17 Hallar la distancia entre dos aristas opuestas de un tetrae-
dro regular de 10 cm de arista. Hallar la altura del tetraedro.

18. Usando regla y compds, dibujar el 4ngulo diedro entre dos
caras de un tetraedro regular. Lo mismo para un octaedro.

19. Hallar la ecuacién paramétrica y las ecuaciones implicitas
de la recta que pasa por los puntos de coordenadas (1, 3, 5)
y (-2, 0, -7).




20. Mostrar que los dngulos diedros en un dngulo triedro su-
man mdas de 180° y menos de 540°.

21. sHay un tetraedro cuyas aristas midan 3 cm, 3 cm, 4 cm,

4 cm, 5 cmy 5 cm? Si encontré uno, ¢qué volumen tiene?

22. sPuede ser (-2, 2, 3) el producto vectorial de dos vectores
de longitud 2?

23. Encontrar el punto simétrico de (1, 3, 5) respecto del plano
de ecuacionx +y+z=1.

24. Los puntos de coordenadas (1, 1,0), (1,0, 1),(0, 1, 1), (1, 2,-1)
son los baricentros de los tridngulos ABC, BCD, CDA y DAB.
Hallar las coordenadas de los vértices del cuadrilatero ABCD.

25. ;Cabe una esfera de radio 3 entre los planos paralelos cu-
yas ecuacionessonx+y+z="1lyx+y+z=7?
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