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NOTAS DE £EOMETRIA

Redacctadas por los Doctores José Araujo, Guillermo Keilhauer y la Lic. Norma Pietrocola

~ TORNEO o as
» CUENCAS

Esta es la primera de una serie de Notas previstas para dar apoyo a los
alumnos interesados en participar del Torneo de las Cuencas. El formato
de las mismas, como es habitual en las propuestas de la Olimpiada
Matemdtica Argentina, incluye tres aspectos.

D La resolucién de problemas referidos a los temas particulares que se pretende desarrollar.
D Una propuesta de problemas afines para resolver por parte del lector.

D Un apéndice con informacién basica que podria ser de utilidad en la resolucién de los problemas. Los
resultados incluidos serdn presentados en general sin demostracién, para no ahogar la intuicién con
un formalismo innecesario.

Angulos enfre rectas paralelas y yna récta fransversal.
Suma de angulos 1nfericres y suma de angylos exteriores de yn poligono.
Teoréma de Thales.

Problema 1 En un paralelogramo,

i) los dngulos opuestos son iguales,
if) los lados opuestos son iguales,

iii) las diagonales se cortan en sus puntos medios.

Solucion:

i) Por el principio de angulos entre paralelas,los gy
angulos igualmente marcados en la figura son
iguales:

i) Las diagonales descomponen al paralelogramo en dos tridngulos iguales. En efecto, por uno de los criterios

de igualdad de tridngulos (ver apéndice) los triangulos ABC

. o y CDA son iguales pues tienen un lado comin ACy los dos

angulos adyacentes iguales. Luego los lados AB y CD son
iguales y lo mismo vale para los lados AD y CB.
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iii) Usaremos el teorema de Thales.

c Como AD y BC son paralelos, se tiene:
OA OD

oc OB

y como AB y CD son paralelos, es:
Luego

_OD OB _
OB OD
es decir:
%=1 6 OA=0C
oC

De la primer igualdad:
op_oa_,
OB OC
obtiene que:
OD=0B

Problema 2 Las diagonales de un paralelogramo descomponen al mismo en 4 tridngulos. Mostrar que és-
tos pueden agruparse en dos pares de triangulos iguales. Como consecuencia de este hecho,
las diagonales de un paralelogramo se cortan en sus puntos medios.

Usando el principio de dngulos entre paralelas y el resultado anterior:
ii), los triangulos ABO y CDO tienen un lado y dos dngulos adyacen-

tes iguales, entonces son iguales. Luego, OB = OD. Un razonamiento
andlogo muestra que los otros 2 tridngulos: AOD y COB son igualesy
por lo tanto OA = OC.

Problema 3 Las diagonales de un paralelogramo dividen al mismo en
4 triangulos. Determinar los dngulos interiores del para-
lelogramo sabiendo que uno de los tridngulos es isésce-
les y su base es un lado de paralelogramo.

Solucion:

Supongamos que DAO es isésceles con base DA, luego OD = OA. Del problema 2 se tiene que OD = OB,
por lo tanto el tridngulo ABO es isésceles. Por el mismo argumento
OCD es isésceles. En consecuencia, las diagonales del paralelogramo
son iguales, es decir se trata de un rectangulo.
En efecto, llamando vy 3 a los angulos de los tridngulos formados, adya-

centes a los lados del paralelogramo, se tiene que: 4(a + 3) = 360°. Luego,
(o +B) =90°.
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Nota: En el caso especial que el paralelogramo sea un cuadrado, los cuatro tridngulos en que queda descompuesto son igua-
les. En consecuencia, el dngulo en el vértice comiin mide
360°
=90°

de modo que las diagonales de un cuadrado son perpendiculares.

Problema 4 Un cuadrado y un tridngulo equildtero tienen el centro y un
vértice comun. Hallar el valor de los dngulos marcados en la
figura. Nota: el centro de un tridngulo o un cuadrado es el §
punto que equidista de los vértices.

Usando esta figura, construir un poligono regular de 12 lados
con reglay compds

Sean A, B, C los vértices del triangulo equilatero, O el centro cominy q,
B los angulos a calcular.

Notar que los tridngulos ABO, BOCy AOC son iguales, por el primer prin-
cipio de igualdad de tridngulos (ver apéndice).

Los dangulos de estos tridngulos en el vértice comin O miden 120°. Como
a + 120° = 180°, es o = 60°. De acuerdo con la nota del problema 3,
el angulo BOD mide 90°, de modo que 3 4+ 90° = 120°, es decir 3 = 30°.

En un poligono regular de 12 lados, el dngulo central correspondiente a un
K
lado del mismo, mide:
360°
=30°
12
que es el valor del angulo 3. Luego, en la circunferencia de centro O que
pasa por D se marcan los 12 vértices del poligono, usando el compas con

la medida de CD.

Observemos que los vértices del tridngulo y los del cuadrado son vértices del dodecdgono.

Problema 5 Partiendo de un cuadrado, usando regla y compas, construir un octégono regular.

Solucion:

Teniendo en cuenta que el dngulo central correspondiente a un lado del octégono mide 45°, podemos con-
siderar los cuatro puntos medios de los lados del cuadrado como cuatro vértices
del octégono. Al trazar una circunferencia con centro en el centro del cuadrado y
que pase por dichos puntos medios, las intersecciones de las diagonales del cua-
drado con esta circunferencia dan los cuatro vértices restantes.




Problema 6 Triangulo de puntos medios.
Los puntos medios de los lados de un tridngulo ABC
dado, son los vértices de otro triangulo, y el triangulo
dado queda descompuesto en 4 tridngulos, como se
indica en la figura. Mostrar que los 4 tridngulos son

iguales.

Soluci6n:

Usando el teorema de Thales, se puede mostrar que los lados del tridngulo central son paralelos a los lados
del tridngulo dado.

B
\ En efecto, sean P, Oy R los puntos medios de los lados AB, BCy CA respec-
tivamente. Dado que:
% P AP 49
PB OB
o A A

por el teorema de Thales se tiene que PQ es paralelo a AC. En forma anéloga se establece el paralelismo
en los otros lados. El tridngulo POR forma parte de los paralelogramos APOR, PBOR y POCR. Como se
muestra en la solucién del problema 1, una diagonal de un paralelogramo descompone al mismo en dos
triangulos iguales, de modo que los tridngulos APR, PBO y OCR son iguales a POR.

Nota: los lados de POR se llaman las bases medias de ABC.

/\
Problema 7 En un tridngulo rectangulo el punto medio de la hipotenusa g

equidista de los tres vértices del mismo. Deducir que la
hipotenusa es estrictamente mayor que los catetos.

X

Soluci6n:

Cs A partir del tridngulo rectangulo ABC, se forma un rectangulo como muestra la figura. Las
diagonales del rectangulo son iguales y se cortan en sus puntos medios. Luego el punto de
interseccion P equidista de los vértices del tridngulo rectangulo. Este queda descompuesto
- en dos tridngulos isésceles ABP y APC. Se concluye, teniendo en cuenta que en un tridngulo
un lado es menor que la suma de los otros dos, que las longitudes de los segmentos conside-
rados verifican: AB < AP + PB = BP + PC = BCy AC < AP + PC = BP + PC = BC, es decir
A '8 que la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es estrictamente mayor que los catetos.

Problema 8 Los puntos medios de los lados de un cuadrilatero son los vértices de un paralelogramo,
llamado el paralelogramo de Varignon.

Solucion:

El cuadrilatero ABCD se descompone por su diagonal AC en los tridngulos
ABC y ACD.

Los segmentos HG y EF son bases medias de ACD y ABC respectivamente y
ambos son paralelos a AC. Andlogamente se establece el paralelismo entre
FGy HE. Luego el cuadrildtero EFGH es un paralelogramo.
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Problema 9 Divisin del un paralelogramos en dos regiones iguales. Una recta que pase por el centro de un
paralelogramo, descompone a éste en dos figuras iguales. En sentido reciproco, si una recta
descompone un paralelogramo en dos figuras de igual drea, entonces esta recta pasa por el
centro del paralelogramo.

Aclaracién. El centro de un paralelogramo es el punto de interseccién de las diagonales.

Solucidn:
Silarecta dada es una diagonal, en el problema 1 se demostré que
el paralelogramo queda descompuesto en dos tridngulos iguales.

Sea entonces m la recta que pasa por el centro O del paralelogra-
mo y corta en los puntos Py O a dos lados opuestos del mismo,
como se muestra en la figura:

Los tridngulos AOP y COQ son iguales por tener un lado igual, AO = OC, y los dos dngulos adyacentes
iguales:

COQ = AOP por opuestos por el vértice y QCO = PAO por
alternos internos entre paralelas. Luego OP = OQ. Por otra
parte, las diagonales del paralelogramo se cortan en sus pun-
tos medios, es decir OC = OAy OB = OD. Por lo tanto, por un
giro de 180° alrededor de O, los vértices C, D, P, O del cuadri-
latero CDPQ se transforman respectivamente en los vértices
A, B, O, P del cuadrilatero ABQOP.

Reciprocamente, sea m una recta que divida al paralelogra-
mo ABCD en dos figuras de igual 4rea.

Sim no pasa por el centro del paralelogramo, haciendo un giro de 180° alrededor del centro del paralelo-
gramo, como antes, la regién R se transforma en R/, lo que muestra que las dos regiones separadas por m

no son iguales.

Nota: Estas mismas consideraciones son vdlidas en cualquier figura con un
centro de simetria, por ejemplo:

Problema 10 Dados dos paralelogramos, existe una misma recta que descompone a cada paralelogramo
en figuras iguales.

Solucién:

Teniendo en cuenta el problema 8, la >
recta que une los centros de los pa- ‘
ralelogramos satisface lo pedido.

Problema 11 Dado una tridngulo ABC, construir con regla y compas,
otro tridngulo de igual 4rea que ABCy una de las alturas
de longitud h dada.
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Solucidn:

Se usard el siguiente hecho: Los tridangulos que se obtienen al desplazar un vértice de un tridngulo parale-
lamente al lado opuesto, tienen todos ellos la misma area.

Trazamos el segmento PA perpendicular a AB y de longitud h. Por el vértice C trazamos una paralela a AB
que cortaa PBen el punto Q. Los triangulos ABCy ABQ tienen la misma drea, dado que comparten la base
ABy tienen igual altura.

Ahora trazamos el segmento OR paralelo a PA.

X 5

Los tridngulos ROA y ROP tienen igual drea por compartir la base RQ y por ser AP paralela a RQ. Finalmen-
te, el rea del tridngulo BPR coincide con la suma de las areas de BOR y de ROP, o bien con la suma de las
areas de BOR y de RQA, es decir, BPR y ABQ tiene igual drea y ésta coincide con el 4rea de ABC.

Problema 12 Dividir un segmento en 3 segmentos iguales, usando regla y compas.

Solucion:

Sea dado el segmento AB. Por el punto A se traza una semirrecta y
en ella con el compds se marcan los puntos C’, D’y B’ de modo que
los segmentos AC’/, C'D’ y D'B’ tengan la misma longitud, como
muestra la figura. Se unen los puntos B’y By se trazan por C'y D’
rectas paralelas a B'B que cortan al segmento AB respectivamente
en los puntos Cy D. Por el teorema de Thales (ver apéndice), los
segmentos AC, CD y DB tiene la misma longitud.

Problema 13 Dados los segmentos cuyas medidas son 1, x e y, construir con regla y compas segmentos
de medidas

i)x-y i) x/y
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i) Se consideran los segmentos AB = x, AC = 1. Sobre una
semirecta de origen A se marca AD =y, se une D con Cy por el
punto B, se traza una paralela a CD que corta a la semirecta en E.

Por el teorema de Thales se verifica que:

ﬂ=£ o bien ABx AD = AE x AC
AC AD

es decir AE = xy.
ii) Sean AB = x, AD = y. Sobre una semirecta de origen

A se marca AC = 1. Se unen Cy Dy por D se traza la
paralela a CD que corta a la semirecta en E.

Por el teorema de Thales se verifica

AD AE
2= obien AE=Z
AB  AC X

Probjemas Fropuestos

1. En el paralelogramo ABCD el 4ngulo en el vértice A es 30° sCudn-
to miden los dngulos en los vértices restantes?

2. Hallar la suma de los dngulos interiores y la suma de los dngulos
exteriores de los siguientes poligonos dados.

¢Y cudnto dan las sumas consideradas anteriormente para un poli-
gono convexo de 2012 lados?

Un poligono es convexo si dados dos puntos del mismo, el segmen-
to que los une estd contenido en el poligono.

3. Una poligonal une dos paralelas dividiendo la franja limitada por
las paralelas en dos regiones. Hallar la suma de los dngulos de la
poligonal marcados en una de las regiones. ¢y cudl es la suma de los
angulos en la otra regién?

4. Dados los angulos marcados en la figura, calcular a4 3 — ~ — &:
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5. Calcular el valor de a (angulo exterior).

6. Determinar el valor de los dngulos interiores y exteriores de un
poligono regular de 3, 4, 5y 6 lados.

7 Dado una triangulo ABC, construir con regla y compds, otro
triangulo de igual 4rea que ABCy una de las alturas de longitud h
dada.

8. Dado un paralelogramo cuyos vértices son los puntos medios
de los lados de un cuadrildtero, dibujar dos de estos cuadrildteros.

9. En el cuadrilatero ABCD, el tridngulo ABC tiene drea 5 cm?y el
triangulo ACD tiene drea 7 cm?. 4En qué relacién corta la diagonal
AC a la diagonal BD?

10. Usando regla y compas, dividir un segmento AB por un punto
Ctal que

11. Dado el tridngulo ABC de 4rea 20 cm?y altura h respecto del
lado AB, por el punto medio D de h se traza la paralela a AB que
corta a los lados ACy BC en los puntos Ny M respectivamente. Cal-
cular el area de NMC.

12. Dado el cuadrilatero ABCD, construir con regla y compas un

tridngulo de la misma area.

13. En el triangulo ABC de area 9 cm?. Usando regla y compés tra-
zar una recta por uno de sus vértices que divida al tridngulo ABC en
dos tridngulos, uno de drea 2 cm? y otro de drea 7 cm?.

14. Por cada vértice de un triangulo dado, se trazan paralelas al
correspondiente lado opuesto. Estas rectas delimitan un tridngulo
de 20 cm? de drea. Hallar el 4rea del tridngulo dado.

L R . ST




15. En un cubo de 1 cm de arista se consideran todos los triangu-
los cuyos vértices son vértices del cubo. ¢Cuantos tridngulos hay?
¢Cudntos son equildteros? sCuantos son rectangulos? ;Cudntos
son isdsceles no equildteros? ;Cudnto miden sus areas?

16. Entre los cuadrildteros cuyas diagonales miden 2 cm y se cor-
tan en sus puntos medios, ¢Cudl es el d&rea maxima? sHay uno de
area minima? Sugerencia: usar un programa de geometria dindmica
como CABRI GEOMETRE o GEO-GEBRA para visualizar la situa-
cién y experimentar.

MISGELANEAS

|- Si un cuadrilatero tiene sus diagonales iguales, ¢Es un rectdngulo?

d- Sj las diagonales de un cuadrildtero se cortan en sus puntos medios, ¢Es un
paralelogramo?

= Si un cuadrilatero tiene sus cuatro lados iguales, JEs un cuadrado?
¢Las diagonales de un rombo son perpendiculares?
Siun dngulo de un paralelogramo es recto, ¢se trata de un rectdngulo?

0- Construya con regla y compds 2 triangulos distintos que tengan los mismos
angulos que ABC.
c

A-... - ..B

7= Dados los segmentos a y b y el angulo o, construya con regla y compas, 4
triangulos distintos que tengan a y b por lados y uno de los dngulos sea igual a .

f- Se puede hacer lo mismo que en el ejercicio 6- si se dan los segmentos ay by
el dngulo oo como en la figura?
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APENDICE

Resultados aplicables a la resolucién de los problemas
I Angulos opuestos por el vértice son iguales.

Los angulos opuestos por el vértice son iguales

2- Angulos entre rectas paralelas cortadas por una recta transversal.
i) Angulos alternos internos

Los angulos alternos internos son iguales.

if) Angulos alternos externos

Los dangulos alternos externos son iguales.

iii) Angulos correspondientes

Los dngulos correspondientes son iguales.
Dibuje los angulos correspondientes a la derecha de

la transversal y deduzca que son iguales.
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iv) ¢Cudnto mide la suma de los angulos marcados?

Los angulos marcados se llaman conjugados exter-
nos. Dibuje los conjugados internos y deduzca que
la suma pedida es la misma (180°).

3- Suma de los angulos interiores de un triangulo.

a+ B +~=180°

La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°.
Dado el cuadrildtero ABCD, calcular la suma de los dngulos o + (3 4+~ + 6.

Angulos exteriores de un triangulo.

a)

¢Cudnto vale la suma de los dngulos exteriores correspon-
dientes a cada uno de los vértices, considerados en uno de
los sentidos expuestos? Figurasa) 6 b)

Observemos en primer lugar cudnto vale un angulo exterior con relacién a los dangulos interiores del
triangulo.
C+N=180°=a+B+~

Luego ( = o + Byandlogamentec = o + vy 8 =3 + 7. En consecuencia, un dngulo exterior es la suma
de los dngulos interiores no adyacentes. Ahora podemos calcular la suma pedida

§+e+4C =20+ 2B+ 2y = 2.180 = 360°

Conocemos un tridngulo si conocemos los 3 lados
y los 3 dngulos, es decir con 6 datos. Sin embar-
go, estos 6 datos pueden obtenerse a partir de una
menor cantidad de datos. Surgen asi los Principios
de igualdad de triangulos.
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i) Principio LLL

Dos tridngulos que tienen los tres lados iguales son iguales.

i) Principio LAL

Dos triangulos que tienen dos lados iguales y el angulo comprendido igual, son iguales.

iii) Principio ALA

Dos triangulos que tienen un lado igual y los dos dngulos adyacentes iguales, son iguales.

iv) ¢Es cierto que son iguales dos tridngulos que tengan 2 lados iguales e igual el 4ngulo opuesto a uno
de ellos?
¢Puede enunciar un principio?

¢Es cierto que son iguales dos tridngulos que tienen 2 lados iguales e igual un angulo no comprendido
entre ellos?

6- Teorema de Thales
Dadas las rectas ABy A’B’ que se cortan en un punto O, si las rectas AA'y BB'son paralelas, entonces

on_oa
OB OB'

Reciprocamente, si las rectas AB y A'B/que se cortan en O satisfacen
0A_OA
OB 0OB'

entonces AA'y BB'son paralelas.
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