Problemas Propuestos

1. Dos planos paralelos, a 4cm de distancia uno del otro y con la inclinacion indicada en
la figura, seccionan un cilindro de 2c¢m de radio en su base.

2cm

Hallar el volumen del cuerpo limitado por ambas secciones.

Solucion: En la primer figura se observa que seccionando el cuerpo con el plano
paralelo a la base del cilindro que pasa por el punto P se obtiene una cuiia cilindrica que
es igual a la que se encuentra debajo del cuerpo, en la base del cilindro.

3cm b L

La segunda figura ilustra la situacion. Moviendo esta cufia a la parte inferior del cuerpo
se arma el cilindro mostrado en la tercera figura. Su volumen es mismo que el del
cuerpo considerado. Para calcularlo basta hallar el valor de x, altura del cilindro.
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Seccionando el cilindro con el plano que contiene al eje del cilindro y al didmetro QS de
la base, destacamos el rectangulo de lados PQ y OS. En el tridngulo rectangulo QTS,
por Pitagoras la hipotenusa QT mide Scm. Por ser los triangulos POR y QTS semejantes,

se obtiene la relacion %z%zl , es decir x=5cm. El volumen del cuerpo es
(7Z'X 2° x5)cm3 =20zcem’.

Problema 2. Se hace rotar un hexagono regular de /cm de lado alrededor de uno de sus
lados. Hallar el area y el volumen del cuerpo generado.

Solucion: El hexdgono puede descomponerse en un rectangulo y dos tridngulos; al hacer
girar el hexagono el rectangulo genera un cilindro y los triangulos dos cuerpos idénticos
con un volumen igual al area del triangulo por la longitud de la circunferencia que
describe el baricentro (Teorema de Pappus, ver Problema 17).




Para encontrar el area, tengamos en cuenta que el cuerpo se obtiene al hacer girar la
poligonal destacada en la figura siguiente:

Con las observaciones anteriores, los datos en la figura siguiente son suficientes para
calcular el area A4 y el volumen ¥ solicitados. En el tridngulo superior de esta figura se
han trazado las medianas para determinar la posicion del baricentro.
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El éarea, segun se expone en los Problemas 17 y 18, puede obtenerse con los datos
indicados en la siguiente figura:
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Resulta A :(1 (\/27 f +3+ i+£nx2ﬂcm2 =73xem’.

. . 3
Por otra parte, dado que el area de cada uno de los tridngulos es Tcm2 , el volumen es:

V=| rx(~3 2x1+2x27rx£x£ 3':27rcm3
(\/—) 2 4 2

Problema 3. Una mediana de un tridangulo descompone al mismo en dos triangulos. Si
estos tridngulos giran alrededor de dicha mediana, se obtienen dos cuerpos; el volumen
de uno de ellos es 30cn’. Hallar el volumen del otro cuerpo.

Solucion: En el tridngulo 4BC de la siguiente figura, la mediana CD determina los
triangulos ADC'y DBC de igual area. Si Py Q son los respectivos baricentros, podemos
mostrar que las distancias de Py Q a la recta CD son iguales.
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Estas distancias son las longitudes de los segmentos PP’y QQ’ dados en la figura.
Ambos tridngulos tiene igual area. Los triangulos rectangulos ADA’ y BDB’ son
semejantes y sus hipotenusas tienen la misma longitud, es decir son iguales. Luego 44’
y BB’ tienen igual longitud. Como el baricentro de un tridngulo divide a las medianas en
la relacion 2:1, se tiene que MB = 3MQ y como los triangulos QMQ’ y BMB’ son
semejantes, resulta BB’ = 3QQ’; analogamente se verifica A4’ = 3PP’. Se concluye que
PP’ =00".

Por el Teorema del Centroide de Pappus encontramos que el volumen del cuerpo
obtenido al girar el tridangulo 4ADC alrededor de CD es el mismo que el volumen del
cuerpo obtenido al girar el tridangulo BCD alrededor de CD.

En el caso del problema considerado, ambos volumenes miden 30cn’.

Problema 4. Hallar el area de la esfera inscripta en el cono de 4cm de altura y 3cm de
radio en la base.



Solucion: Considerando una seccion del cono y la esfera por un plano que contenga al
eje del cono, se obtiene una circunferencia inscripta en un triangulo isésceles, cuyos
lados iguales son generatrices del cono, es decir miden Scm (por Pitagoras).

El radio de la esfera coincide con el radio de dicha circunferencia. Para encontrarlo
descomponemos el tridngulo antes mencionado en tres tridngulos con un vértice comun
que es el incentro de dicho tridangulo (punto de interseccion de las bisectrices). El area
del triangulo es /2cm?, también es la suma de las 4reas de los tres triangulos:

(2+5—r+5—rjcm2 =8rcm®
2 2 2
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Luego 7 = Ecm con lo cual el area de la esfera es 97zcm” .

Problema 5. Tres caios cilindricos de iguales dimensiones hacen contacto dos a dos, a
lo largo de una generatriz. Por la cavidad limitada por estos cafios se hard pasar una
pieza que puede ser:

a) Cilindrica.
b) Un prisma triangular con base regular.
c) Material de amalgama.

Hallar el volumen méximo de la pieza en cada caso si los cafios tienen /m de diametro
por 2m de longitud.

Solucion: La seccion normal de la cavidad estd dada por la region sombreada de la
figura.



a) Los centros de las tres circunferencias son los vértices de un triangulo equilatero de
Im de lado. El centro de la circunferencia C dada en la figura

es el circuncentro de dicho triangulo y C es tangente a las tres circunferencias. Por lo
tanto su radio » puede obtenerse como el radio de la circunferencia circunscripta al
triangulo menos el radio de los cafios. El radio de la circunscripta es dos tercios de la

B B B

altura, es decir %x— m=——m,de modo que r=| ——— |m.
3 2 3 3 2

Ninguna circunferencia de radio mayor que 7 puede ser incluida en la regién sombreada,

. . . 3
ya que su centro estaria a una distancia mayor que Tm de los centros de las tres

circunferencias, pero no hay un punto es estas condiciones.
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En conclusion, C es la circunferencia de mayor area que puede ser incluida en la region

2
sombreada. El volumen maximo de la piezaes | 7 T_% x2\|\m'=x # m.

b) El tridangulo equilatero de mayor area que puede ser incluido en dicha region, es el
triangulo circunscripto a C cuyos lados estan sobre las tangentes comunes a C y cada
una de las tres circunferencias.

Esto es asi, porque si un triangulo equilatero esta incluido en la region, su circunferencia
inscripta también lo estd y su radio debe ser menor o igual que radio de C. La altura 4
del triangulo circunscripto es 3r, dado que el incentro coincide con el baricentro. Por



otra parte, es h =£l donde / es el lado del triangulo, luego el area del triangulo es

2
%mz :3\/§[g—lJ m’ =7\/§—_12m2 .

2 4

En este caso el volumen maximo de la pieza es: Lz_lzm3 .

c) Basta con determinar el area de la region, diferencia entre el area del triangulo y el
area de los tres sectores circulares iguales.

Los sectores totalizan un area igual a la de un semicirculo de /m de diametro.

2
Luego el 4rea de la region es [%xlxﬁ—lﬂx[lj Jm2 = 2\/g_ﬂmz, el volumen
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maximo en este caso es m

Problema 6. Una piramide recta de 4cm de altura y con un hexagono regular en la base
de 3cm de lado gira alrededor de su eje. (Cual es el volumen del cuerpo obtenido?

(Cual es el area?



Solucion: El cuerpo generado es un cono con un circulo de radio 3c¢m en la base, 4cm de
altura y 5cm de generatriz.

. 1 ,
En consecuencia, usando Pappus, el volumen es [gﬂx32 x4 |em® =127em’ y el 4rea es

[72')(32 +5><27r><%jcm2 =247cm’ .
Problema 7. Un triangulo equilatero de 6¢cm de lado gira alrededor de una base media.
Calcular el volumen y el area del cuerpo obtenido.

Solucion: El cuerpo generado puede obtenerse haciendo girar sélo el trapecio a un lado
de la base media.

Como se aprecia en la figura precedente, el volumen puede obtenerse como el volumen
de un cilindro menos el volumen de dos conos. Las alturas de estos conos suman una
longitud igual a la mitad de la base del triangulo, en consecuencia los conos totalizan un
volumen igual a 1/6 del volumen del cilindro, de nodo que el cuerpo generado tiene por
volumen a 5/6 del volumen del cilindro. El volumen del cilindro es:



(7[(3\/5)2 X 6)cm3 =162zxcm’

y el volumen del cuerpo resulta /357’ .
Para el calculo del area, podemos usar el método de la poligonal expuesto en el
Problema 17 de la Nota 5.

El area es: (2ﬂx6x3\2/§+2(27rx3x

3;{gncm2 =273rwem’ .
Problema 8. Un triangulo rectangulo gira alrededor de cada uno de sus catetos

generando dos cuerpos de igual volumen. Hallar los angulos del triangulo.

Solucion: Para que los volimenes sean iguales, en virtud de Pappus, el centro de la
hipotenusa debe equidistar de los catetos.

Volimenes distintos Igual volumen

Esto sucede solo si los catetos son iguales, es decir, se trata de un triangulo isosceles y
sus angulos miden 45°,45° y 90°.

Problema 9. Un triangulo rectangulo de 3cm, 4cm y Scm de lados, gira alrededor de su
hipotenusa. Hallar el volumen del bicono generado.



Solucion: Observemos previamente la siguiente propiedad:

En todo triangulo ABC la distancia desde su baricentro a uno de los lados del triangulo
es igual a un tercio de la altura correspondiente.

En la figura, G es el baricentro del triangulo ABC, CM es la mediana y CF es la altura
correspondientes a lado 4B. Dado que CM =3GM y los tridangulos CFM y GHM son
semejantes, resulta CF =3GH .

En el presente problema, calculamos la altura /4 sobre la hipotenusa teniendo en cuenta

que el area del triangulo es: %cm2 = >xh cm®, 0 sea h =%cm. Luego la distancia
. . 1 12 4
desde el baricentro a al hipotenusa es 3 x— |cm = gcm .

4

2
Finalmente, el volumen del bicono es (6>< ﬂ[—j Jcm3 = 96—ﬂcm3 .

5 25

Problema 10. Un arco de circunferencia gira alrededor de un diametro de la
circunferencia. Indicar como usaria las formulas de esta nota para calcular el area de la
superficie generada, segun los distintitos casos que puedan presentarse.

Solucion: Hay dos casos;
a) el arco corta al diametro



b) el arco no corta al diametro.

a) b)

En el caso a) se genera la superficie lateral de un casquete esférico, y el area se calcula
directamente con la formula.

En el caso b) se genera una superficie esférica que también puede ser obtenida como
diferencia de superficies laterales de dos casquetes esféricos, consecuentemente, el area
de la superficie generada es diferencia de areas laterales de casquetes esféricos.

Problema 11. Un sector circular de radio /cm y 60° de angulo central, gira alrededor de
su bisectriz. Hallar el area y volumen del cuerpo obtenido.

Solucion: El cuerpo es un cono unido a un casquete esférico.

El érea lateral del cono es (lx%x 27chm2 =mem?®; el 4rea lateral del casquete es

£27z x1x (1 - g}} cm® = (2 -~ \/g)ﬂcmz . Luego el 4rea del cuerpo obtenido es

(3—\/§)ﬂcm2.
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El volumen del cono (%xn(— m zzﬂcrrf. El volumen del casquete

zwem® , de modo que el volumen del cuerpo es
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Problema 12. Calcular la cantidad de aluminio necesario para hacer una flanera cuyo
perfil muestra la figura donde cada cuadrito es de Scm de lado.

(,Cual sera su capacidad?

Nota: La superficie de la flanera se obtiene al hacer girar la poligonal dada alrededor de
la recta m.

La siguiente figura ilustra la situacion planteada.



Solucion: El area puede obtenerse usando el Teorema de Pappus como en el Problema
18 de esta nota. El volumen como diferencia de troncos de conos.

El area es: 27z(§x%+5\/§x5+10x2—25+5x/§x20jcm2 =(%+ 250\/§j7zcm2.

El volumen es:

2 2
l7z><10>< hal +£x£+ 33 —l7r><10><(152+15><5+52)=2937,57rcm3
3 2 2 2 2 3

Problema 13. Se tiene un rectangulo de /2c¢m de perimetro. Si se gira alrededor de uno
de sus lados se obtiene un cilindro cuyo volumen es el doble del que se obtendria si se
girara alrededor del otro lado. Hallar el area del rectangulo.

Solucion: Si a y b son los lados del rectangulo, » mayor o igual que a, los volimenes de

los cuerpos generados al girar alrededor de b y a respectivamente son zab’ y za’b.
Dado que el cociente entre los volimenes es 2, resulta b =2a . Teniendo en cuenta que
el perimetro /2¢m, los lados del rectangulo miden 4cm y 2cm. Su area es Scm’.

Problema 14. ;A qué altura debe seccionarse un cono, de /0cm de altura, con un plano
paralelo a su base para obtener dos cuerpos de igual area lateral?

Solucion: Si desarrollamos el cono, queda un sector circular cuyo radio es la generatriz
g del cono.

La seccion con el plano dejara en la parte superior un cono con generatriz f cuya area

lateral es la mitad del area total. Si « es el angulo del sector circular, las areas laterales

2 2

xg' axf
y

5 5 Como una es el doble de la otra, del

de los cono son respectivamente

cociente entre ambas resulta g =217 o sea f :72 g. Si h es la altura a la que hay

que seccionar el cono para obtener igual area lateral, teniendo en cuenta la generacion
del cono:



10-h

10cm 5
h .
<
se tiene la relacion B % _2 _2\/5 de modo que /= 5(2 —\/E)cm )

Problema 15. Las rectas m y n son paralelas y m pasa por el punto medio M del
segmento AB. Si se gira el segmento AB alrededor de la recta m, se obtiene una
superficie de 20cm” ;Qué area tendra la superficie obtenida al girar AB alrededor de la
recta n?

Solucion: Al girar AB alrededor de m se obtiene un bicono simétrico donde cada cono
tiene 10 cm” de area.
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Las dimensiones de la generatriz y radio del cono generado por 4B girando alrededor de
n son el doble de las del cono generado por BM girando alrededor de m. En

consecuencia, el area buscada es (4 X 10) cem® =40cm?* .




