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TORNEOS GEOMETRICOS 2016 Segunda Ronda
Soluciones 12 Nivel

1. Halla la suma de los dngulos marcados en el cuadrildtero inscripto en la circunferencia,

como indica la figura.

Soluciéon: Por la propiedad del angulo inscripto en una circunferencia, las diagonales de un
cuadrilatero inscriptible dividen a los angulos del mismo del modo indicado en la siguiente figura.

En consecuencia, la suma de los angulos interiores del cuadrilatero dado es 2(a+B+y+8) = 360, es

decir la suma buscada es 180¢.

2. En vértices opuestos de un cuadrado de 6cm de lado, se centran dos circunferencias de radio

2cm cada una. Halla el drea del hexdgono indicado en la figura.
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Solucién: Los dos tridngulos en blanco pueden unirse para formar un cuadrado de 4cm de lado, de
modo que el drea del hexagono es (6%42) cm? =20 cm?.

3. En la figura, tres vértices del cubo se usan para inscribir un tridngulo de perimetro 6cm.
Determina el area del cubo.

Soluciéon: Cada lado del tridangulo es igual a una diagonal de la cara del cubo que lo contiene. El
triangulo resulta equilatero y el valor de las diagonales del cubo es 2cm. Como el drea de un
cuadrado puede obtenerse como la mitad del producto de sus diagonales, cada cara del cubo
tiene 2cm? de area vy la superficie del cubo sera 12cm?.
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Soluciones 22 Nivel

1. Halla la suma de los dngulos marcados en el hexagono inscripto en la circunferencia, como
indica la figura.

Solucién: Teniendo en cuenta que la suma de los angulos opuestos en un cuadrilatero inscripto en
una circunferencia es 1809, los angulos del triangulo ABC dado en la figura ( el tridngulo forma
parte de tres cuadrilateros inscriptos),

miden 180-a, 180-B y 180-y. Dado que deben sumar 1809, resulta a+p+y = 3609.

2. Los triangulos inscripto y circunscripto en la circunferencia de la figura, son equilateros.

\

Si el inscripto tiene drea 1 cm? éCual es el rea del circunscripto?



Solucioén: El triangulo inscripto puede girarse 1802 alrededor de su centro y sus vértices quedaran
sobre los puntos medios del triangulo circunscripto. Se particiona de esta manera el triangulo
circunscripto en 4 tridngulos congruentes, como se observa en la siguiente figura:

Luego el drea del tridngulo circunscripto es 4 cm?2

3. Dados dos cubos de dimensiones iguales, en uno de ellos se ha inscripto un hexagono usando
puntos medios de aristas del cubo y en el otro, un tridangulo usando vértices del mismo.
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Si el perimetro del triangulo es 12cm, determina el perimetro del hexagono.

Solucién: El lado del hexagono es igual a media diagonal de una cara del cubo y el lado del
triangulo es igual a una de estas diagonales. En consecuencia, ambos tienen perimetro igual a 12
cm.
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Soluciones 32 Nivel

1. En la circunferencia se ha inscripto un tridangulo con un angulo de 309, teniendo el lado

opuesto 1 cm de longitud. Halla el didametro de esta circunferencia.

y
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Solucién: El dngulo inscripto en la circunferencia es la mitad del angulo central.

En consecuencia, el triangulo que se forma con el centro de la circunferencia y el lado del tridangulo
inscripto de 1 cm es isésceles y el angulo opuesto a dicho lado mide 602, de donde sigue que el
triangulo es equilatero. Luego el radio de la circunferencia mide 1 cmy el didmetro 2 cm.

2. Los lados del rectangulo ABCD miden 4 cmy 8 cm. Los segmentos AE y CF son perpendiculares a
la diagonal BD. Encuentra el drea del paralelogramo AECF.

90

20"
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Solucién: Llamamos x al angulo opuesto al lado BE en el tridngulo ABE y sea y el angulo opuesto al
lado AB en el tridngulo ABD. Si N es la interseccion de la diagonal BD con el lado AE, en el tridangulo
AND la suma de sus angulos interiores 902 - x + 902 + y = 1802 implica x=y. Luego los triangulos

BE AB
ABE y DAB son semejantes, de donde surge la igualdad E :a, equivalente a BE/4 =4/8, o

sea BE =2 y el area de AECF es (6x4) cm? = 24 cm?.

3. Dados dos cubos de dimensiones iguales, en uno de ellos se ha inscripto un hexagono usando
puntos medios de aristas del cubo y en el otro, un tridangulo usando vértices del mismo.

El drea del tridngulo es 12 cm?, halla el drea del hexagono.

Solucioén: El triangulo y el hexagono pueden dibujarse en planos paralelos.

Claramente el tridngulo es equildtero. Por otra parte se tiene que las diagonales del hexdgono son
iguales al lado del tridangulo, que cada lado del hexagono es paralelo a un lado del triangulo y que
mide la mitad de éste. Entonces es posible superponer el hexagono y el triangulo usando los
puntos medios de dos lados del tridngulo como muestra la siguiente figura.



- TORNEO e s
» CUENCAS

Dado que el tridngulo tiene area 12 cm” y se descompone en 4 tridngulos congruentes de area
3 ¢cm”* cada uno, resulta que el drea del hexagono, formado por 6 de tales triangulos, es 18 cm2
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Soluciones 42 Nivel

1. En la circunferencia se ha inscripto un triangulo con un angulo de 459y el lado opuesto de v2cm
de longitud. Halla el diametro de esta circunferencia.

v/2em

|

Solucién: El dngulo inscripto en la circunferencia es la mitad del angulo central.
m

%
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Si r es el radio de la circunferencia, por Pitdgoras, debe ser 2 = 2r?, es decir el radio es de Icm vy el
didmetro serd de 2cm.

2. Los dos rectangulos de la figura son iguales y sus lados miden 8cm y 4cm. Calcula el area del
cuadrilatero ABCD, interseccion de ambos rectangulos.

Solucion: Un rectangulo se obtiene del otro por la reflexidn respecto de la recta AC.



Como el punto B se refleja sobre el punto D, BD y AC son perpendiculares. Por Pitagoras, la
longitud de OC es de 2v5cm. Los tridngulos AEC y BCO son semejantes, por ser rectangulos y
compartir el angulo en C. Llamando s a la longitud de BC, por la semejanza de los tridngulos debe

S 2\/5

ser ——== T’ es decir s =5. En consecuencia, el drea del paralelogramo ABCD es

5x4 cm? =20 cm?

3. Los puntos medios de las aristas de un tetraedro de 30 cm? de area, son los vértices de una
bipiramide. Halla el area de la bipiramide.

Solucién: La siguiente figura muestra que las 8 caras de la bipirdmide pueden ser apareadas de
modo que en cada par las caras sean iguales al tridngulo de puntos medios de alguna cara del

tetraedro. En conclusion el 4rea de la bipirdmide es 15 cm” .
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Soluciones 52 Nivel

1. El triangulo ABC estd inscripto en una circunferencia. AD es un didmetro y la cuerda AE es
perpendicular a BC. Muestra que BD = CE.

Solucién: Por asociarse con la cuerda AB, los dngulos indicados en C y D son iguales y el angulo

DBA es recto por ser AD un didmetro.

m

En consecuencia, los triangulos ABD y AFC son semejantes, es decir que los dngulos marcados en A
son iguales, por lo tanto, las cuerdas BD y CE son iguales.

2. En el rombo ABCD de 4cm de lado, el punto P se encuentra en el segmento que une C con el
punto medio M de AB y en la perpendicular a MC que pasa por D. Encuentra la distancia entre Ay
P.
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usando el teorema de Thales, podemos observar que en el triangulo APD la mediana y la altura
que parten de A coinciden, esto indica que es un triangulo isdsceles con base DP, luego AP = AD

mide 4 cm.

3. Se tiene que unir con una cuerda la diagonal D con la diagonal E de un cubo cuyas aristas miden
6 m. Se puede hacer esto con una cuerda de 2,40 m?

R

Solucién: Como los extremos A y B de la diagonal D estan en el plano bisector de la diagonal E,
entonces toda la diagonal D se encuentra en este plano. Si Fy G son los extremos de E, para
cualquier punto P en D el tridngulo FPG es isdsceles,
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y por este motivo, la distancia desde P a un punto de E es mayor o igual que la distancia de P al
punto medio M de E. Resulta entonces que para establecer la menor distancia desde un punto de
D a un punto de E, bastard establecer la menor distancia desde un punto de D al punto M, pero
esto seria el valor de la altura h del tridangulo ABM que parte desde M. Determinaremos el valor de
h. De la siguiente figura:

A

surge que el area de ABM por 2 es igual a AHxMB = ABxh (1). Usando Pitagoras se obtiene

MB:%HBz%/E vy AB=63.

Dado que AH = 6 m, resolviendo (1) se obtiene 6X3\/§ = 6\/§Xl’l, de donde sigue h = \/g

Como /6 > 2,40 no es posible unir con una cuerda la diagonal D con la diagonal E con una
cuerda de 2,40 m.

Soluciones Nivel 6

1. Halla el angulo entre la bisectrices de los angulos formados por las prolongaciones de los lados
de un cuadrilatero inscripto en una circunferencia.
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Solucion: Consideremos la situacion general dada en la figura donde m y n son las bisectrices de
los angulos en Ay B respectivamente. Buscamos el dngulo & expresado en funciénde a, By y.

'

B

En el vértice A el angulo es 180-(180-B)-(180-y) = B+y-180, luego:
6 = 180-(180-B)-%( B+y-180) = 90+%(B-y)

Andlogamente, se tiene & = 90+%(a-y). Como la suma de los dngulos interiores del cuadrilatero
destacado en la figura en 360, el angulo entre las bisectrices es 360-y-(90+%(B-y))-( 90+%(a-y)),
resulta este angulo igual a 180-%(a+p).

En la situacién del problema, al tratarse de un cuadrilatero inscriptible, es a+p = 1809, en
consecuencia, el angulo entre la bisectrices es 909.
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2. En el interior de un terreno con forma de cuadrilatero se encuentra un poste en P. Explica cémo
ubicar un poste en cada lado destacado del terreno de manera que para el alambrado de Ia

parcela triangular PQR determinada por los tres postes, se utilice la menor cantidad posible de
metros.

Solucion: Sean Fy G los puntos simétricos de P respecto de los lados n y m del terreno.

G

El perimetro de un tridngulo PQR, como los que se consideran, coincide con la longitud de la
poligonal FRQG. Ahora, si ubicamos Ry Q en la interseccion del segmento FG con los lados ny m
del terreno, tendremos el tridngulo de perimetro minimo.



3. En un cubo de 2 cm de arista, la bipiramide inscripta tiene por vértices a puntos medios de
aristas del cubo y a dos vértices opuestos del mismo. Halla el volumen de la bipirdmide.

Solucién: La base de la bipirdamide es un paralelogramo, ya que los lados opuestos, sobre la cara
inferior y cara superior del cubo, son paralelos y de igual longitud. Por otra parte, las diagonales de
este paralelogramo tienen la misma longitud que una diagonal de una cara del cubo, es decir, la

base de la bipirdmide es un rectangulo cuyos lados, por Pitagoras, miden \/5 cmy \/g cm. Para

evaluar la altura de la bipirdmide, consideremos el rombo ABCD en la figura:
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La diagonal BD del cubo, es también diagonal del rombo, de modo que BD es perpendicular a AC.
En forma andloga, el rombo BEDF,

muestra que BD es perpendicular a EF, siendo F y G los respectivos puntos medios de las aristas
del cubo en la que se encuentran. Resulta entonces que BD es perpendicular a la base de la

bipiramide, es decir, la altura de la bipiramide es la longitud de BD igual a v/12 cm. Se concluye
que el volumen de la bipiramide es:

%\/Ex/gx/ﬁcnf =4em’.

Otra solucidn: La bipirdmide puede obtenerse quitando del cubo dos tetraedros iguales, el ABCD vy
el EFGH, y dos cuerpos poliédricos iguales, uno de ellos al frente es el DBIGHJ y se ilustra en la
figura, el otro estda por detras de la bipiramide.
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Puede observarse que el cuerpo poliédrico es unién de una pirdmide con base trapezoidal y un
’ . . 1 3 5 3

tetraedro. Los volumenes de las piezas consideradas son: gcm para el tetraedro y Ecm para el

cuerpo poliédrico. Se concluye que el volumen de la bipirdmide es 4 cm?®.



